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Streszczenie

W rozprawie doktorskiej przedstawiono badania i analizy teoretyczne zwi¡zane z roz-

wojem wysoko wydajnego i staªego ¹ródªa rozdzielonych przestrzennie, spl¡tanych kwan-

towo spinów elektronów w ukªadzie ciaªo-staªowym, a tak»e nanourz¡dze«, które pozwol¡

na skuteczne wykrywanie i analiz¦ wªasno±ci elektronowych stanów spl¡tanych. Takie

¹ródªo, zintegrowane z innymi elementami elektronicznymi i detektorami magnetycznymi,

b¦dzie mie¢ du»e znaczenie w rozwoju przyszªych procesorów kwantowych, które mog¡

zapewni¢, na przykªad, dystrybucj¦ stanu spl¡tania wymagan¡ do synchronizacji ukªadów

kwantowych, oraz umo»liwiaj¡ bezpieczn¡ komunikacj¦.

W niniejszych badaniach wykorzystano spl¡tane kwantowo stany elektronów par Co-

opera (spinowy stan singletowy), które naturalnie wyst¦puj¡ w stanie podstawowym nad-

przewodnika. Tak¡ par¦ mo»na rozdzieli¢ korzystaj¡c z ukªadu podwójnej kropki kwanto-

wej poª¡czonej z nadprzewodnikiem, gdzie ze wzgl¦du na silne oddziaªywanie kulombow-

skie dwa elektrony w parze s¡ rozdzielone przestrzennie, kieruj¡c si¦ do dwóch ró»nych

kanaªów wyj±ciowych, przy zachowaniu swojego spl¡tania. Zbadana zostaªa teoretycznie

mo»liwo±¢ wykorzystania magnetycznych elektrod podª¡czonych do kropek kwantowych,

które mog¡ pracowa¢ jako detektory spinów elektronów zamieniaj¡c spinow¡ informa-

cj¦ na ªadunkow¡, ze wzgl¦du na spinowo-zale»ny transport elektryczny w materiaªach

ferromagnetycznych.

Zostaªa przeanalizowana sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w ukªadach, gdzie kropki

kwantowe s¡ podª¡czone do dwóch nadprzewodz¡cych elektrod lub do nadprzewodz¡cej

i dwóch normalnych elektrod. Obliczenia zostaªy przeprowadzone w zakresie wspóªtunelo-

wania, w którym para elektronów jednocze±nie tuneluje przez caªy ukªad. Zbadany zostaª

nowy efekt Aharonova-Cashera dla par Coopera, który zwi¡zany jest z efektywn¡ precesj¡

spinu, której podlega poruszaj¡cy si¦ moment dipolowy w polu elektrycznym na skutek

obecno±ci oddziaªywania spin-orbita typu Rashby.
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Zbadana zostaªa mo»liwo±¢ zastosowania ferromagnetycznych elektrod jako skutecz-

nego kwantowego detektora stanu spl¡tanego. Przedstawiono model przyszªych ekspe-

rymentów badaj¡cych stan spl¡tany elektronów z realistycznymi parametrami, w celu

wyznaczenia odpowiednich warunków dla wielko±ci spinowej polaryzacji detektorów ma-

gnetycznych i dopuszczalnej wielko±ci szumów w ukªadzie. Pokazano mo»liwo±¢ odczytu

informacji kwantowej dotycz¡cej kwantowych korelacji, korzystaj¡c z klasycznych pomia-

rów, takich jak pr¡d elektryczny.

Przedstawione w pracy wyniki potwierdzaj¡ mo»liwo±¢ praktycznego zastosowania

nadprzewodnika jako ¹ródªa spl¡tanych kwantowo par elektronów oraz wskazuj¡ na mo»li-

wo±¢ eksperymentalnej detekcji stanu spl¡tania kwantowego w ukªadach ciaªo-staªowych.



Abstract

This PhD thesis presents the studies and the theoretical analyses related to the de-

velopment of a highly e�cient and continuous solid-state source of spatially separated

spin-entangled electrons as well as nano-devices that allow to detect and investigate en-

tangled electrons e�ectively. That kind of a source, which is integrated with other elec-

tronic elements and magnetic detectors, will have a great impact on the future quantum

processors development. They can provide, for example, entanglement distribution which

is essential to synchronize quantum circuits and which enables secure communication.

The presented study is based on entangled electrons of Cooper pairs that naturally

occur in the ground state of a superconductor. Thanks to the usage of a strong Coulomb

interaction in a double quantum dot system the two electrons of the pair can be spatially

separated. Subsequently, the separated electrons move towards two di�erent output chan-

nels while still maintaining their entanglement. The possibility of using the ferromagnetic

electrodes connected to each quantum dot of Cooper pairs splitter, which can work as

spin detectors transforming the spin information directly into an electric current due to

a spin-dependents electronic transport in the ferromagnetic materials, was theoretically

studied as well.

The analysis of an e�ciency of the separation of Cooper pairs in systems, where the

quantum dots are connected to the two superconducting leads, or to the superconducting

and two normal leads was conducted. The cotunneling regime, in which a simultaneous

tunneling of electron pairs occur through the whole system, was thoroughly investiga-

ted. Additionally, the Aharonov-Casher e�ect, related to the e�ective spin precession -

a travelling magnetic dipole is a�ected by an electric �eld due to the presence of Rashba

spin-orbit interaction, was discussed in this system.

The possibility of using the ferromagnetic electrodes as an e�ective detector of quan-

tum entanglement was also examined. The model of the future experiments investigating
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the entangled state, with realistic parameters in order to set the proper margins on the

required spin-polarization of the ferromagnetic detectors and noise detection limit, was

shown. Finally, the method of extracting the quantum information using the classical

quantities as an electric current was demonstrated.

The results presented in this dissertation con�rm the possibility of a practical applica-

tion of superconductors as a source of quantum entangled electrons pairs and indicate the

possibility of experimental detection of the quantum entanglement state in a solid-state

systems.



Wst¦p

Celem pracy jest rozwini¦cie teorii wydajnego ¹ródªa przestrzennie rozdzielonych spl¡-

tanych kwantowo par elektronów, które mog¡ by¢ zastosowane jako mobilne kubity (��y-

ing qubits�) w zintegrowanych i skalowalnych ukªadach scalonych kwantowej informatyki,

a tak»e zaproponowanie skutecznych metod i technologii detekcji spinowych spl¡tanych

stanów kwantowych elektronów.

Zgodnie z empirycznym prawem Moore'a ekonomicznie optymalna liczba tranzystorów

w ukªadzie scalonym podwaja si¦ w niemal równych odcinkach czasu (obecnie co okoªo

24 miesi¡ce). Od wielu lat pojawiaj¡ si¦ opinie, »e okres stosowalno±ci prawa Moore'a

dobiega ko«ca, a zatem mo»emy zbli»a¢ si¦ do granicy mo»liwo±ci obliczeniowych kla-

sycznych komputerów, która ±ci±le zale»y od liczby tranzystorów w ukªadzie scalonym.

Rozmiar obecnie produkowanych tranzystorów jest rz¦du dziesi¡tek nanometrów, czyli

jest niewiele wi¦kszy od granicznego rozmiaru zwi¡zanego z rozmiarem atomu. Podobnie

pr¦dko±¢ przesyªania informacji ograniczona jest przez pr¦dko±¢ ±wiatªa. Jako jedno z roz-

wi¡za«, w celu zwi¦kszenia szybko±ci oblicze« klasycznych komputerów stosuje si¦ ukªady

wieloprocesorowe i przetwarzanie równolegªe, ale równie» to ma ograniczenia zwi¡zane

z czasem koniecznym na dzielenie programu mi¦dzy procesorami. Poszukiwane s¡ zatem

nowe rozwi¡zania zwi¦kszaj¡ce moc obliczeniow¡ komputerów i jednym z nich jest za-

stosowanie komputerów kwantowych opartych na nowej jednostce informacji - kubitach,

gdzie algorytmy wykonywane s¡ na podstawie praw mechaniki kwantowej.

Jako �zyczn¡ realizacj¦ kubitu najpowszechniej stosuje si¦ fotony, a ich spl¡tanie,

badane jest z du»ym zainteresowaniem od roku 1982, kiedy po raz pierwszy do±wiad-

czalnie zrealizowano EPR Gedankenexperiment (eksperyment my±lowy EPR) [1, 2]. Do

wytwarzania fotonów o spl¡tanych polaryzacjach powszechnie u»ywa si¦ parametrycznego

dzielnika cz¦sto±ci w nieliniowych krysztaªach [3, 4], lecz ta metoda charakteryzuje si¦

do±¢ nisk¡ sprawno±ci¡ wytwarzania spl¡tanych par (< 10−6). Z punktu widzenia bu-
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dowy u»ytecznych komputerów kwantowych konieczne jest uzyskanie ukªadu spl¡tanych

kubitów w ciele staªym. Jedn¡ z propozycji realizacji kubitu w ciele staªym, jest wykorzy-

stanie spinowych stopni swobody elektronów [5]. Pojedyncze, spinowe, kubity mog¡ by¢

realizowane w kropkach kwantowych, jak równie» z powodzeniem mo»na wykonywa¢ na

nich operacje [6, 7]. Elektron z powodzeniem mo»e równie» by¢ zastosowany jako no±nik

przesyªania informacji - mobilny kubit.

Jedn¡ z propozycji uzyskania spl¡tanych elektronów, jest zastosowanie nadprzewod-

nika, gdzie naturalnie, w stanie podstawowym mamy spl¡tane pary elektronów - pary

Coopera w stanie singletowym. Niedawno pokazano udane eksperymentalne próby �wy-

ci¡gni¦cia� z nadprzewodnika i rozdzielenia spl¡tanych par elektronów [8, 9], równie» ze

sprawno±ci¡ si¦gaj¡c¡ jedno±ci [10, 11]. Ukªady eksperymentalne skªadaªy si¦ z podwój-

nej kropki kwantowej sprz¦»onej z nadprzewodnikiem i dwoma elektrodami normalnymi,

gdzie dzi¦ki silnym oddziaªywaniom kulombowskim na kropkach kwantowych, niepozwa-

laj¡cymi na podwójne obsadzenie pojedynczej kropki kwantowej, udaªo si¦ wymusi¢ roz-

dzielenie pary Coopera.

Pierwszy rozdziaª rozprawy zawiera wprowadzenie do informatyki kwantowej. Omó-

wione zostan¡ w nim dwie podstawowe cechy informacji kwantowej, czyli kubit jako pod-

stawowa jednostka informacji, oraz spl¡tanie kwantowe. W rozdziale zostan¡ przedsta-

wione równie» przykªady zastosowa« informatyki kwantowej. W rozdziale drugim zostanie

omówiony nadprzewodnik, jako naturalne ¹ródªo spl¡tanych elektronów oraz zanalizowany

zostanie mechanizm �wyci¡gania� i rozdzielania par Coopera.

Rozdziaªy trzeci i czwarty po±wi¦cony b¦dzie zª¡czu Josephsona z podwójn¡ kropk¡

kwantow¡ oraz lokalnym i nielokalnym efektom interferencyjnym wyst¦puj¡cym w tym

zª¡czu - efekty Aharonova-Bohma i Aharonova-Cashera. Zostan¡ pokazane procesy odpo-

wiadaj¡ce za pr¡d Josephsona w zakresie wspóªtunelowania, okre±lona zostanie sprawno±¢

rozdzielania par Coopera w ukªadzie. Przeanalizowany zostanie wpªyw strumienia pola

magnetycznego oraz oddziaªywa« spin-orbita Rashby na pr¡d pªyn¡cy przez ukªad. Uzy-

skane wyniki porównane zostan¡ do wyników otrzymanych dla ukªadu dwóch elektrod

nadprzewodz¡cych z pier±cieniem póªprzewodnikowym bez kropek kwantowych. W roz-

dziale pi¡tym pokazany zostanie wpªyw blisko±ci nadprzewodnika na stan podstawowy

kropek kwantowych oraz przedstawiona zostanie mo»liwo±¢ wytwarzania �egzotycznych�

nadprzewodz¡cych stanów spl¡tanych za pomoc¡ efektu oddziaªywania spin-orbita Ra-

shby. Rozdziaª szósty zawiera analiz¦ rozdzielania par Coopera w ukªadzie podwójnej
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kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami normal-

nymi w zakresie wspóªtunelowania.

Rozdziaª siódmy po±wi¦cony b¦dzie metodom detekcji kwantowego spl¡tania par elek-

tronów w stanie singletowym, za pomoc¡ ferromagnetycznych detektorów. Przedstawiona

zostanie implementacja w ukªadach ciaªo-staªowych metody detekcji spl¡tania kwan-

towego powszechnie stosowanej w ukªadach optycznych - operatora ±wiadka spl¡tania.

Przeanalizowane zostan¡ wymagania jakie musz¡ speªnia¢ detektory ferromagnetyczne

pod wzgl¦dem minimalnej polaryzacji spinowej. W rozdziale ósmym omówiona zostanie

mo»liwo±¢ detekcji spl¡tania kwantowego na podstawie bezpo±rednich pomiarów pr¡du

staªego.





Rozdziaª 1

Wprowadzenie do informatyki kwantowej

Szybko±¢ przetwarzania informacji przez klasyczne komputery ±ci±le zwi¡zana jest

z liczb¡ tranzystorów tworz¡cych procesor. Liczb¦ tranzystorów mo»emy zwi¦ksza¢ gªów-

nie dzi¦ki stosowaniu coraz mniejszych komponentów podczas wytwarzania ukªadów scalo-

nych. Rozwój technologii fabrykacji procesorów jest w przybli»eniu zgodny z empirycznym

prawem Moore'a, które mówi, »e ekonomicznie optymalna liczba tranzystorów w ukªadzie

scalonym podwaja si¦ w niemal równych odcinkach czasu (obecnie co okoªo 24 miesi¡ce).

Wi¦kszo±¢ wspóªczesnych procesorów produkowanych jest w technologii 22 nm, ozna-

czaj¡c¡ minimaln¡ dªugo±¢ kanaªu tranzystora. Pozwala to na umieszczenie 1.4 miliarda

tranzystorów w matrycy o powierzchni 160 mm2, dla procesorów z serii IvyBridge pro-

dukowanych przez �rm¦ Intel. Szacuje si¦, »e dalszy wzrost upakowania tranzystorów

osi¡gni¦ty zostanie w roku 2016, dzi¦ki zastosowaniu technologii 14 nm, a do roku 2020

powszechne stanie si¦ wytwarzanie procesorów w technologii 11 nm. Tempo rozwoju tech-

nologii wytwarzania coraz mniejszych ukªadów scalonych ograniczone jest wieloma czyn-

nikami, takimi jak stosowane procesy litogra�czne, dobór wªa±ciwych materiaªów, rosn¡ce

koszty, du»y pobór pr¡du oraz wydzielane ciepªo przez ukªady elektroniczne (rosn¡ce wraz

z cz¦stotliwo±ci¡ pracy). Ko«cowymi ograniczeniami s¡ rozmiary atomów oraz pr¦dko±¢

±wiatªa, która jest górn¡ granic¡ pr¦dko±ci przesyªania informacji.

Oprócz wzrostu liczby tranzystorów w procesorze, alternatywnym rozwi¡zaniem zwi¦k-

szaj¡cym szybko±¢ przetwarzania informacji jest budowa ukªadów wielordzeniowych oraz

stosowanie przetwarzania równolegªego, które wymaga, aby program byª napisany w spo-

sób umo»liwiaj¡cy jednoczesne obliczenia na wielu procesorach. Metoda ta ma jednak

ograniczenie w postaci prawa Amdahla, zgodnie z którym zwi¦kszenie szybko±ci wykony-

wania programu przez ukªad wieloprocesorowy jest ograniczone przez czas potrzebny na

sekwencyjne dzielenie programu, bez wzgl¦du na liczb¦ u»ytych procesorów. Istnieje zatem

mo»liwo±¢ osi¡gni¦cia w niedalekiej przyszªo±ci kresu mo»liwo±ci przetwarzania oraz prze-
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syªania informacji przy zastosowaniu klasycznej informatyki. W zwi¡zku z powy»szymi

przeszkodami, wi¡zane s¡ du»e nadzieje z teori¡ informacji kwantowej, jako metody wspo-

magaj¡cej obliczenia przeprowadzane metodami klasycznymi.

1.1. Gªówne cechy informatyki kwantowej

Teoria informacji kwantowej zajmuje si¦ zastosowaniem unikatowych wªa±ciwo±ci me-

chaniki kwantowej do opisu i przekazywania informacji [12, 13]. Podstawow¡ jednostk¡

informacji w informatyce kwantowej jest bit kwantowy (kubit). W odró»nieniu od kla-

sycznego bitu, który mo»e przyjmowa¢ tylko jedn¡ z dwóch warto±ci: 0 albo 1, kubit

mo»e znajdowa¢ si¦ w dowolnej superpozycji tych dwóch stanów. Stan kubitu mo»emy

przedstawi¢ za pomoc¡ wektora:

|Ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 . (1.1)

Wspóªczynniki a i bmog¡ by¢ liczbami zespolonymi i musz¡ speªnia¢ warunek normalizacji

|a|2 + |b|2 = 1. W rezultacie, zaniedbuj¡c globalny czynnik fazowy, wyra»enie (1.1) mo»na

przeksztaªci¢ do postaci:

|Ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉 , (1.2)

gdzie θ i ϕ s¡ liczbami rzeczywistymi. Na podstawie (1.2) stan dowolnego kubitu mo»na

przedstawi¢ gra�cznie jako punkt na sferze Blocha. Jest to sfera o promieniu jednost-

kowym, na której stan kubitu jest jednoznacznie okre±lone przez liczby θ oraz ϕ (Ry-

sunek 1.1). Poniewa» sfera Blocha skªada si¦ z niesko«czonej liczby punktów, wydawa¢

by si¦ mogªo, »e kubit mo»e przechowywa¢ niesko«czon¡ ilo±¢ informacji. Wniosek ten

jest jednak myl¡cy, ze wzgl¦du na zachowanie kubitu podczas pomiaru stanu. Mierz¡c

stan kubitu mo»emy odczyta¢ jedynie jedn¡ z dwóch warto±ci: |0〉 z prawdopodobie«-

stwem |a|2 albo |1〉 z prawdopodobie«stwem |b|2. Ponadto pomiar zmienia stan kubitu,

powoduj¡c kolaps (zaªamanie) superpozycji stanów |0〉 i |1〉 oraz przej±cie do ustalonego

stanu zgodnego z pomiarem. Z pojedynczego pomiaru otrzymujemy tylko pojedynczy bit

informacji o stanie kubitu. Jedynie wykonuj¡c bardzo du»¡ liczb¦ pomiarów na identycz-

nie przygotowanych kubitach, mo»na przybli»y¢ amplitudy a i b, okre±laj¡ce peªny stan

kubitu.

Drugim stanem kwantowym istotnym w informatyce kwantowej jest stan spl¡tania

kwantowego. W stanie spl¡tanym dwa (lub wi¦cej) obiekty kwantowe, rozdzielone prze-
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Rysunek 1.1. Przedstawienie warto±ci kubitu na sferze Blocha, na której stan kubitu jest jedno-
znacznie okre±lone przez liczby θ oraz ϕ.

strzennie na dowolnie du»¡ odlegªo±¢, stanowi¡ przez caªy czas nierozdzielony ukªad. Stan

caªego ukªadu jest lepiej okre±lony, ni» stan jego elementów skªadowych. Dla pary kubitów

stan spl¡tany mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

|Ψ〉 =
1√
2

(|0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2) , (1.3)

gdzie indeksy 1 i 2 wskazuj¡ numer kubitu. Stan ten jest superpozycj¡ dwóch stanów,

w których pierwszy kubit znajduje si¦ w stanie |0〉, a drugi w stanie |1〉 i równocze±nie

kubit pierwszy jest w stanie |1〉, a kubit drugi w stanie |0〉. Stanu spl¡tanego nie mo»na

zapisa¢ w postaci iloczynu tensorowego stanu dwóch kubitów:

|Ψ〉 6= (a1 |0〉1 + b1 |1〉1)⊗ (a2 |0〉2 + b2 |1〉2) . (1.4)

Wynika z tego, »e dokonanie pomiaru stanu jednego z kubitów natychmiast ustala stan

drugiego kubitu, niezale»nie od odlegªo±ci mi¦dzy nimi. Traktowanie spl¡tanego ukªadu

kwantowego jako poª¡czenie dwóch niezale»nych ukªadów wymagaªoby przesyªania infor-

macji z pr¦dko±ci¡ wi¦ksz¡ ni» pr¦dko±¢ ±wiatªa, co jest sprzeczne z teori¡ wzgl¦dno±ci.

Wniosek ten byª podstaw¡ pracy Einsteina, Podolsky'ego i Rosena [2], w której sygnalizo-

wano mo»liwo±¢ niekompletno±ci mechaniki kwantowej oraz mylnie sugerowano istnienie

pewnych ukrytych zmiennych, za pomoc¡ których mo»na wyja±ni¢ pomiar stanu spl¡ta-

nego. Zaªo»enia sugerowane przez autorów wymuszaj¡ istnienie pewnych statystycznych
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korelacji wyników pomiarów, które musz¡ speªnia¢ tzw. nierówno±ci Bella [14], które zo-

stan¡ omówione w dalszej cz¦±ci pracy.

Najistotniejsze, z punktu widzenia zastosowa« w algorytmach kwantowych, s¡ stany

maksymalnie spl¡tane, tworz¡ce ortonormaln¡ baz¦ Bella. W stanach maksymalnie spl¡-

tanych moduªy amplitud prawdopodobie«stwa s¡ sobie równe. Dla ukªadów skªadaj¡cych

si¦ z dwóch kubitów maj¡ one posta¢:

∣∣∣β±0 〉 =
1√
2

(|0〉1|0〉2 ± |1〉1|1〉2) , (1.5)

∣∣∣β±1 〉 =
1√
2

(|0〉1|1〉2 ± |1〉1|0〉2) . (1.6)

Dzi¦ki mo»liwo±ci wykonywania operacji jednocze±nie na wszystkich mo»liwych sta-

nach komputery kwantowe s¡ w stanie wykona¢ niektóre operacje szybciej ni» ukªady

klasyczne, a tak»e umo»liwi¡ one symulacj¦ zachowa« zªo»onych ukªadów kwantowych.

W 1997 roku D. P. DiVincenzo podaª pi¦¢ kryteriów, które musz¡ speªnia¢ komputery

kwantowe, aby byªy u»yteczne [15]:

1. Skalowalno±¢ z dobrze zde�niowanymi kubitami.

2. Mo»liwo±¢ inicjalizacji ukªadu w dobrze okre±lonym stanie.

3. Dªugie czasy dekoherencji kubitów - du»o dªu»sze ni» czas operacji bramek.

4. Mo»liwo±¢ utworzenia uniwersalnego zbioru bramek kwantowych.

5. Mo»liwo±¢ selektywnego odczytu kubitów.

Kryteria te zostaªy uzupeªnione o kolejne dwa [16] niezb¦dne do komunikacji kwantowej:

6. Mo»liwo±¢ przeksztaªcenia stacjonarnych kubitów w kubity mobilne i odwrotnie.

7. Mo»liwo±¢ przesyªania mobilnych kubitów pomi¦dzy dowolnie okre±lonymi miejscami.

Najwi¦kszym wyzwaniem technologicznym komputerów kwantowych jest poª¡czenie ªa-

twego dost¦pu do kubitu (inicjalizacja, kontrola, odczyt) z wysokim stopniem izolacji

(koherencji) w skalowalnym ukªadzie.

Fizycznie kubit mo»na zrealizowa¢ za pomoc¡ dowolnego ukªadu dwupoziomowego.

Najbardziej znanym przykªadem jest wykorzystanie polaryzacji fotonów, gdzie za pomoc¡

superpozycji polaryzacji poziomej i pionowej mo»na przedstawi¢ dowoln¡ warto±¢ kubitu.

Zastosowanie fotonów pozwala na przesyªanie informacji na du»e odlegªo±ci. Dzi¦ki wy-

korzystaniu magnetycznego rezonansu j¡drowego, kubit mo»na zrealizowa¢ poprzez spin

j¡drowy. Stany spinowe j¡der atomowych pozwalaj¡ na dªugie przechowywanie informa-

cji kwantowej, ale nie speªniaj¡ wymaga« dotycz¡cych mobilno±ci kubitu niezb¦dnych
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w komunikacji kwantowej oraz utrudnione jest skalowanie, ze wzgl¦du na konieczno±¢

wytworzenie wielu spinów j¡drowych odpowiednio sprz¦»onych. Interesuj¡c¡ metod¡ wy-

twarzania kubitów jest zastosowanie ukªadów nadprzewodz¡cych, które w odró»nieniu

od np. spinów, maj¡ tendencj¦ do do±¢ dobrego sprz¦»enia z pozostaªymi elementami

ukªadu elektronicznego, co czyni je atrakcyjnymi z punktu widzenia odczytu oraz reali-

zacji bramek, a tak»e mo»na je ªatwo skalowa¢. Jedne z mo»liwych konstrukcji to ukªady

skªadaj¡ce si¦ z nadprzewodz¡cej wyspy poª¡czonej poprzez zª¡cza Josephsona z nadprze-

wodz¡cymi elektrodami [17]. W zale»no±ci od stosunku energii ªadowania wyspy do energii

Josephsona mamy do czynienia z kubitami ªadunkowymi [18] lub kubitami opartymi na

stanach fazowych [19]. Innym przykªadem nadprzewodz¡cych kubitów jest wykorzystanie

efektu kwantowania strumienia pola magnetycznego w nadprzewodz¡cych pier±cieniach,

gdzie stany kubitu okre±lone s¡ przez kierunek przepªywu pr¡du przez p¦tl¦ (zgodny lub

przeciwny do ruchu wskazówek zegara) [20]. Wad¡ kubitów nadprzewodz¡cych s¡ krótkie

czasy dekoherencji [21]. Interesuj¡ca jest równie» mo»liwo±¢ realizacji kubitów na póª-

przewodnikowych kropkach kwantowych, gdzie stan kubitu mo»e by¢ zwi¡zany zarówno

z ªadunkowymi jak i spinowymi stopniami swobody. Jedn¡ z mo»liwo±ci realizacji kubitów

jest wykorzystanie stanów ekscytonowych (par elektron - dziura) generowanych optycznie

przez impulsy ±wiatªa na kropkach kwantowych [22, 23, 24, 25]. Innym rozwi¡zaniem

jest zastosowanie dwóch sprz¦»onych kropek kwantowych, gdzie stan kubitu zwi¡zany

jest z przebywaniem elektronu na pierwszej b¡d¹ drugiej kropce [26, 27, 28]. W ukªadzie

dwóch kropek kwantowych wytworzonych na GaAs udaªo si¦ eksperymentalnie zrealizowa¢

kubity z zastosowaniem spinu elektronu [29, 30]. Kubity oparte na spinach elektronu po-

winny charakteryzowa¢ si¦ dªu»szymi czasami dekoherencji [31], jednak w celu zniesienia

degeneracji spinu konieczna jest obecno±¢ zewn¦trznego pola magnetycznego.

W dalszej cz¦±ci pracy omawiana b¦dzie mo»liwo±¢ zastosowania spinów elektronów

jako kubitów, w których stanami bazowymi s¡ rzuty spinu na wybrany kierunek. Równa-

nia (1.1), (1.2) dla spinów elektronu mo»emy zapisa¢ w postaci:

|Ψ〉 = a |↑〉+ b |↓〉 , (1.7)

|Ψ〉 = cos
θ

2
|↑〉+ eiϕ sin

θ

2
|↓〉 . (1.8)
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1.2. Przykªady zastosowa« informatyki kwantowej

Jednym z pierwszych algorytmów wykorzystuj¡cych paralelizm kwantowy byª opraco-

wany w 1994 roku algorytm Shora. Pozwala on na rozkªad du»ych liczb naturalnych na

czynniki pierwsze, w czasie znacz¡co krótszym (wielomianowym), ni» przy u»yciu klasycz-

nych komputerów i algorytmów. W 2001 roku zademonstrowano do±wiadczalnie dziaªanie

tego algorytmu na komputerze kwantowym, opartym o j¡drowy rezonans magnetyczny,

dokonuj¡c faktoryzacji liczby 15 [32]. W 2011 roku udaªo si¦ dokona¢ faktoryzacji liczby

21 [33]. Algorytm Shora daª impuls do opracowania nowych algorytmów dla informatyki

kwantowej oraz prac nad budow¡ komputerów kwantowych. Do zbudowania u»ytecznego

komputera kwantowego potrzebna jest du»a liczba spl¡tanych kubitów, których dziaªanie

b¦dzie niewra»liwe na wpªyw otoczenia. Najnowszym osi¡gni¦ciem jest budowa nadprze-

wodz¡cego komputera kwantowego z ukªadem korekcji bª¦dów, w którym w liniowej ma-

trycy umieszczono 9 kubitów [34]. Jest to jeszcze niewystarczaj¡ca liczba kubitów, aby

mówi¢ o docelowym komputerze kwantowym. Natomiast do zastosowa« w kryptogra�i,

czy w teleportacji kwantowej wystarczy ju» kilka kubitów.

Termin kryptogra�a kwantowa oznacza kwantow¡ dystrybucj¦ klucza kryptogra�cz-

nego. Pierwszym algorytmem kryptogra�i kwantowej byª algorytm zaproponowany przez

C. H. Bennetta i G. Brassarda [35], który mo»na przedstawi¢ na przykªadzie przesyªania

informacji za pomoc¡ fotonów spolaryzowanych w bazie prostej i obróconej o 45◦ bazie

uko±nej (Rysunek 1.2). Nadawca przesyªa, za pomoc¡ kanaªu kwantowego (np. ±wiatªowo-

dem), fotony o losowej polaryzacji z dowolnego alfabetu. Odbiorca dokonuje pomiaru po-

laryzacji ka»dego fotonu, wybieraj¡c losowo pomiar w bazie prostej lub uko±nej. Nast¦pnie

informuje nadawc¦ o wyborach bazy w ka»dym pomiarze, nie podaj¡c wyniku pomiaru.

Nadawca wskazuje, które ustawienia analizatorów byªy prawidªowe. Dla prawidªowych

pomiarów odbiorca przypisuje otrzymanym polaryzacjom warto±ci 0 i 1, które stanowi¡

klucz kryptogra�czny. Poniewa» pomiar stanu kubitu powoduje zmian¦ jego stanu, nie

Rysunek 1.2. Stany |1〉 i |0〉 w bazie prostej i uko±nej.
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jest mo»liwe pasywne podsªuchiwanie przesyªanego klucza. Nie jest mo»liwe równie» klo-

nowanie nieznanego stanu kwantowego [36, 37]. Chc¡c podsªucha¢ transmisj¦ nale»aªoby

w pierwszej kolejno±ci odebra¢ i zmierzy¢ polaryzacj¦ fotonu wysªanego przez nadawc¦,

a nast¦pnie przesªa¢ foton spolaryzowany zgodnie z pomiarem do odbiorcy. Poniewa» nie

wiadomo w jakiej bazie nale»y ustawi¢ analizator, istnieje mo»liwo±¢, »e polaryzacja prze-

sªanego fotonu b¦dzie si¦ ró»niªa od fotonu, który zostaª odebrany od nadawcy. Dokonuj¡c

pomiaru fotonu spolaryzowanego np. pionowo w bazie uko±nej z równym prawdopodo-

bie«stwem otrzymamy wynik 0 i 1. W rezultacie odbiorca, u»ywaj¡c poprawnej bazy,

mo»e odebra¢ inny bit, ni» wysªany przez nadawc¦. Porównanie losowo wybranych bitów

z uzgodnionego klucza pozwala na sprawdzenie, czy przekaz byª podsªuchiwany. Proto-

typowe urz¡dzenie korzystaj¡ce z algorytmu Bennetta-Brassarda zostaªo skonstruowane

w 1989 roku przez naukowców z IBM. Pozwalaªo ono na przesyªanie fotonów na odlegªo±¢

32 cm, z pr¦dko±ci¡ transmisji 10 bit/s. W 2008 roku udaªo si¦ eksperymentalnie zademon-

strowa¢ przesyªanie klucza kryptogra�cznego z pr¦dko±ci¡ 1 Mbit/s, poprzez ±wiatªowód

o dªugo±ci 20 km, oraz z pr¦dko±ci¡ 10 kbit/s, przy u»yciu ±wiatªowodu o dªugo±ci 100 km

[38]. Poniewa» ka»dy pomiar zaburza przekaz, nie ma mo»liwo±ci zastosowania przeka¹-

ników, w celu zwi¦kszenia odlegªo±ci. Obecny rekord w odlegªo±ci transmisji przy u»yciu

±wiatªowodu wynosi 148.7 km [39]. Co istotne, odlegªo±¢ ta jest wi¦ksza, ni» odlegªo±¢

mi¦dzy wi¦kszo±ci¡ w¦zªów obecnej sieci ±wiatªowodowej.

Zaproponowana w 1993 roku przez Charlesa Bennetta technika teleportacji kwanto-

wej [40], pozwala na przeniesienie stanu kwantowego na dowolnie du»¡ odlegªo±¢, z wy-

korzystaniem stanu spl¡tanego. Protokóª teleportacji kwantowej polega na wytworzeniu

pary spl¡tanych kubitów i wysªaniu po jednym spl¡tanym kubicie do miejsca startowego

i docelowego teleportacji. W miejscu startu wykonuje si¦ pomiar stanu Bella (PSB) na

spl¡tanym kubicie oraz kubicie, który ma zosta¢ teleportowany. Otrzymany wynik po-

miaru przesyªany jest klasycznym kanaªem informacji do miejsca docelowego. Na pod-

stawie przesªanej informacji za pomoc¡ operacji unitarnych mody�kuje si¦ drugi kubit

ze spl¡tanej pary, w wyniku czego otrzymujemy kubit w stanie identycznym, jak kubit

przygotowany do teleportacji (Rysunek 1.3). Rekord teleportacji kwantowej zostaª usta-

nowiony w maju 2012 roku, kiedy dokonano teleportacji fotonu na odlegªo±¢ 143 km

pomi¦dzy dwoma Wyspami Kanaryjskimi - La Palm¡ i Teneryf¡ [41]. Kolejnym wyzwa-

niem jest teleportacja z powierzchni Ziemi na pokªad Mi¦dzynarodowej Stacji Kosmicznej

(odlegªo±¢ ok. 400 km). Zapocz¡tkuje to budow¦ globalnej sieci kwantowej opartej na

satelitach.
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Rysunek 1.3. Protokóª teleportacji kwantowej. Wytworzona para spl¡tanych kubitów zostaje
rozdzielona, jeden kubit wysyªany jest do miejsca startowego i docelowego teleportacji. W miej-
scu startu wykonuje si¦ pomiar stanu Bella (PSB) na spl¡tanym kubicie oraz kubicie, który ma
zosta¢ teleportowany. Otrzymany wynik pomiaru przesyªany jest klasycznym kanaªem informacji
do miejsca docelowego. Na podstawie przesªanej informacji za pomoc¡ operacji unitarnych mody-
�kuje si¦ drugi kubit ze spl¡tanej pary, w wyniku czego otrzymujemy kubit w stanie identycznym,

jak kubit przygotowany do teleportacji.

Innym ciekawym eksperymentem byª opublikowany w 2013 roku przez J. Yin i inni [42]

pomiar pr¦dko±ci �oddziaªywania� mi¦dzy spl¡tanymi kubitami. Do±wiadczenie polegaªo

na wytworzeniu pary spl¡tanych fotonów, które nast¦pnie rozdzielono i przesªano do od-

dalonych od siebie o 15.3 km punktów pomiarowych. Pomiaru polaryzacji fotonów, wska-

zuj¡cych na korelacje kwantowe, dokonywano w tym samym czasie, z dokªadno±ci¡ do

0.35 ns. Oznacza to, »e gdyby pomi¦dzy fotonami nast¦powaªa wymiana informacji, mu-

siaªaby ona zachodzi¢ z pr¦dko±ci¡ przynajmniej 10 000 razy wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci ±wiatªa.

Wynik tego eksperymentu wskazuje na nielokalny charakter mechaniki kwantowej. Albert

Einstein zjawisko natychmiastowego oddziaªywania spl¡tanych cz¡stek nazwaª �upiornym

dziaªaniem na odlegªo±¢�.



Rozdziaª 2

Nadprzewodnik - ¹ródªo spl¡tanych elektronów

Przedstawione w poprzednim rozdziale eksperymentalne realizacje kubitów i algoryt-

mów kwantowych opieraªy si¦ w du»ej mierze na spl¡tanych fotonach, które mo»na wy-

tworzy¢ np. za pomoc¡ parametrycznego dzielnika cz¦sto±ci, takiego jak krysztaª beta

boranu baru. Zastosowanie fotonów pozwala na wzgl¦dnie ªatwe przeprowadzanie na nich

operacji i realizacj¦ algorytmów kwantowych, lecz nie pozwala na dªugie przechowywanie

informacji, ze wzgl¦du na wra»liwo±¢ fotonów na oddziaªywania z otoczeniem. Z punktu

widzenia budowy przyszªych komputerów kwantowych, u»yteczna byªaby mo»liwo±¢ wy-

twarzania stanu spl¡tanego w ciele staªym. Jedn¡ z mo»liwo±ci jest zastosowanie nad-

przewodnika, jako naturalnego ¹ródªa elektronów w stanie spl¡tanym. W rozdziale tym

zostan¡ omówione podstawowe modele nadprzewodnictwa oraz metody uzyskania prze-

strzennie rozdzielonych spl¡tanych elektronów wykorzystuj¡ce efekt nadprzewodnictwa,

które mog¡ by¢ u»yte jako mobilne kubity.

2.1. Teoria BCS

Zjawisko nadprzewodnictwa zostaªo odkryte w 1911 roku przez Heike Kamerlingha On-

nesa [43]. Nadprzewodniki to materiaªy, które w okre±lonych warunkach (poni»ej pewnej

temperatury krytycznej Tc wªa±ciwej dla danego materiaªu) wykazuj¡ dwie charaktery-

styczne cechy. Pierwsz¡ z nich jest zanik opór elektrycznego do wielko±ci niemierzalnie ma-

ªej, a drug¡ jest wypychanie strumienia magnetycznego z caªej obj¦to±ci nadprzewodnika

(efekt Meissnera-Ochsenfelda). Nadprzewodnictwo jest efektem kwantowym, którego nie

mo»na wyja±ni¢ na gruncie �zyki klasycznej. Teoria BCS byªa pierwsz¡ mikroskopow¡ teo-

ri¡ opisuj¡c¡ nadprzewodnictwo, od czasu odkrycia tego zjawiska. Zostaªa zaproponowana

w 1957 roku przez Johna Bardeena, Leona Coopera i Roberta Schrie�era [44]. Teoria ta

w sposób zadowalaj¡cy opisuje jedynie nadprzewodniki klasyczne (niskotemperaturowe).
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U podstaw teorii BCS le»y zaªo»enie, »e wraz ze zmniejszaniem temperatury w niektórych

metalach no±niki ªadunku (fermiony) w pewnej odpowiednio niskiej krytycznej temperatu-

rze Tc ª¡cz¡ si¦ za po±rednictwem fononów w pary (pary Coopera), maj¡ce cechy bozonów

i tworz¡ kondensat. Podczas ruchu kondensat par Coopera nie ulega rozproszeniom, za-

tem pr¡d, którego no±nikami s¡ pary elektronów, pªynie bez oporu. Mechanizm ª¡czenia

elektronów w pary i zanik oporu elektrycznego mo»na jako±ciowo (nieprecyzyjnie) opisa¢

za pomoc¡ ruchu elektronu w sieci krystalicznej. Poruszaj¡cy si¦ elektron odksztaªca do-

datnio naªadowan¡ sie¢ rdzeni atomowych. Odksztaªcenie sieci wywoªuje lokalny wzrost

g¦sto±ci dodatniego ªadunku rdzeni atomowych, co z kolei powoduje przyci¡ganie dru-

giego elektronu. Je»eli elektron, rozpraszaj¡c si¦ na sieci krystalicznej, wzbudzi fonon, to

wzbudzony fonon mo»e przekaza¢ swój p¦d do drugiego elektronu. W wyniku tego pro-

cesu, pomimo, »e doszªo do rozproszenia elektronu na fononie (co w normalnych metalach

odpowiada za opór elektryczny), wypadkowy p¦d pary elektronów nie ulegnie zmianie,

a zatem materiaª nie b¦dzie wykazywaª oporu elektrycznego [45].

W teorii BCS rozwa»amy pary stanów elektronowych, w których jeden elektron ma

spin skierowany w gór¦ oraz wektor falowy k, a drugi elektron ma spin przeciwny i wektor

falowy −k. Stan podstawowy ukªadu opisany jest za pomoc¡ funkcji falowej:

|ψG〉 =
∏

k=k1,...,kM

(
uk + vkc

†
k↑c
†
−k↓

)
|φ0〉 , (2.1)

gdzie |φ0〉 oznacza stan pró»ni, uk oznacza amplitud¦ prawdopodobie«stwa, »e stan (k ↑,

−k ↓) jest pusty, a vk oznacza amplitud¦ prawdopodobie«stwa, »e stan ten jest obsadzony,

c†k↑ i c
†
−k↓ oznaczaj¡ odpowiednio operatory kreacji elektronu o wektorze falowym k i spi-

nem ↑ oraz o wektorze −k i spinie ↓. Amplitudy musz¡ speªnia¢ warunek normalizacji:

u2
k + v2

k = 1 . (2.2)

Wspóªczynniki uk i vk mo»na wyznaczy¢ przy u»yciu tzw. hamiltonianu parowania:

H =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ +

∑
kk′

Vkk′c
†
k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑ . (2.3)

Energia kinetyczna wzgl¦dem poziomu Fermiego, oraz energia potencjalna wynosz¡:

Ekin = 2
∑
k

ξkv
2
k , (2.4)
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Epot = −
∑
kk′

Vkk′ukvkuk′vk′ , (2.5)

gdzie ξk = εk−µ jest energi¡ mierzon¡ wzgl¦dem poziomu Fermiego. Obliczaj¡c minimum

energii caªkowitej oraz de�niuj¡c wielko±ci:

Ek =
√
ξ2
k + ∆2

k , (2.6)

∆k = −
∑
k′
Vkk′uk′vk′ , (2.7)

otrzymujemy:

v2
k =

1

2

(
1− ξk

Ek

)
, (2.8)

u2
k =

1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
. (2.9)

Rysunek 2.1 przedstawia zale»no±¢ wspóªczynnika v2
k (2.8) od energii. W metalu nor-

malnym, w temperaturze T → 0, obsadzone s¡ wyª¡cznie stany o energii mniejszej od

energii Fermiego. W stanie nadprzewodz¡cym energia elektronu zwi¡zanego w par¦ z in-

nym elektronem jest mniejsza ni» wynikaªoby to z p¦du obowi¡zuj¡cego dla elektronów

swobodnych. Elektron mo»e znajdowa¢ si¦ zarówno w pobli»u �fononowego� zag¦szczenia

ªadunków dodatnich powoduj¡cego obni»enie jego energii i utworzenie pary, jak równie»

mo»e si¦ znale¹¢ w pobli»u rozrzedzenia ªadunku dodatniego, co podwy»szy jego ener-

gi¦ [45].

Rysunek 2.1. Prawdopodobie«stwo obsadzenia stanów k w temperaturze T = 0: a) w stanie
normalnym, b) w stanie nadprzewodz¡cym.

W modelu BCS wielko±ci Vkk′ i ∆k speªniaj¡ relacje:

Vkk′ =

 −V ⇔ |ξk| , |ξk
′ | ≤ h̄ωc

0⇔ |ξk| , |ξk′ | > h̄ωc ,
(2.10)
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∆k =

 ∆⇔ |ξk| < h̄ωc

0⇔ |ξk| > h̄ωc ,
(2.11)

Wielko±¢ ∆ jest podstawowym parametrem wprowadzonym przez Bardeena, Coopera

i Schrie�era, nazywanym parametrem przerwy energetycznej lub parametrem porz¡dku.

Zale»no±¢ parametru ∆ od temperatury wyra»a si¦ formuª¡ [46]:

∆(T )

∆(0)
= 1.74

(
1− T

Tc

)1/2

. (2.12)

Parametr ∆ speªnia równie» relacj¦:

2∆(0)

kBTc
= 3.52 . (2.13)

Stan wzbudzony zwi¡zany jest z rozrywaniem par Coopera, któremu odpowiada zmiana

energii:

4Ekk′ =
√
ξ2
k + ∆2 +

√
ξ2
k′ + ∆2 ≥ 2∆ . (2.14)

Minimalna energia potrzebna do rozerwania pary Coopera jest równa 2∆. W nadprze-

wodniku g¦sto±¢ wzbudze« wynosi [44]:

N (E) =

 0 , |E| < ∆ ,

N (EF ) |E| /
√
E2 −∆2 , |E| > ∆ .

(2.15)

W stanie nadprzewodz¡cym wzbudzenia wzbronione dla |E| < ∆ koncentruj¡ si¦ dla

|E| > ∆, w wyniku czego otrzymamy osobliwo±¢ g¦sto±ci stanów w pobli»u przerwy

wzbronionej (Rysunek 2.2) [47].

Teoria BCS zakªada parowanie elektronów o przeciwnych spinach. Stan takiej pary

jest stanem singletowym lub trypletowym niemagnetycznym:

|ψ〉 =
1√
2

(|↑↓〉 ∓ |↓↑〉) . (2.16)

Stan ten jest stanem maksymalnie spl¡tanym, zatem cz¦±¢ nadprzewodników zawiera na-

turalnie spl¡tane pary elektronów, a ±ci±lej mówi¡c pary elektronów, w których spiny s¡

w stanie spl¡tanym. Oprócz parowania singletowego mo»liwe jest równie» wyst¦powanie

nadprzewodnictwa w ukªadach, w których pary Coopera maj¡ spiny ustawione równo-
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Rysunek 2.2. Porównanie g¦sto±ci stanów w metalu normalnym i nadprzewodniku. W stanie
nadprzewodz¡cym wzbudzenia wzbronione dla |E| < ∆ koncentruj¡ si¦ dla |E| > ∆, w wyniku

czego otrzymamy osobliwo±¢ g¦sto±ci stanów w pobli»u przerwy wzbronionej.

legle (parowanie trypletowe magnetyczne). Wówczas stan par Coopera nie jest stanem

spl¡tanym.

2.2. Teoria Ginzburga-Landaua

Lew Landau i Witalij Ginzburg opracowali na pocz¡tku lat pi¦¢dziesi¡tych XX wieku

fenomenologiczn¡ teori¦ nadprzewodnictwa [48], która opiera si¦ na nast¦puj¡cych obser-

wacjach:

1. Przej±cie ze stanu normalnego do stanu nadprzewodz¡cego, w nieobecno±ci pola ma-

gnetycznego, jest przej±ciem fazowym drugiego rodzaju. Mo»na znale¹¢ dla tego przej-

±cia parametr porz¡dku, który przyjmuje warto±¢ zerow¡ w fazie nieuporz¡dkowanej

i warto±¢ niezerow¡ w fazie uporz¡dkowanej. Parametr ten musi d¡»y¢ do zera w sposób

ci¡gªy.

2. Stan nadprzewodz¡cy jest niszczony przez zewn¦trzne pole magnetyczne, zatem para-

metr porz¡dku mo»e zale»e¢ od nat¦»enia pola magnetycznego.

3. Pole magnetyczne wnika do próbki na pewn¡ gª¦boko±¢ λ, co mo»e mie¢ wpªyw na

warto±¢ parametru porz¡dku w warstwie przypowierzchniowej.

Ginzburg i Landau zaproponowali parametr porz¡dku w postaci liczby zespolonej:

ψ (r) = |ψ (r)| eiϑ(r) =
√
ñs (r)eiϑ(r) , (2.17)
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gdzie ñs oznacza g¦sto±¢ nadprzewodz¡cych no±ników pr¡du, a ϑ (r) oznacza zmienn¡

w przestrzeni faz¦. Gradient fazy parametru porz¡dku zawiera informacj¦ o ruchu no-

±ników nadprzewodz¡cych. Minimalizuj¡c energi¦ swobodn¡ Helmholtza wzgl¦dem para-

metru porz¡dku ψ (r) oraz potencjaªu wektorowego A(r) otrzymuje si¦ dwa równania

Ginzburga-Landaua [45] okre±laj¡ce parametr porz¡dku oraz pr¡d nadprzewodz¡cy pªy-

n¡cy w nadprzewodniku:

[
1

2m∗
(−ih̄∇− qA(r))2 + a (T − Tc) + 2b|ψ(r)|2

]
ψ(r) = 0 , (2.18)

j = − iqh̄

2m∗
(ψ(r)∗∇ψ(r)− ψ(r)∇ψ(r)∗)− q2

m∗
|ψ(r)|2A(r) , (2.19)

gdzie a i b s¡ fenomenologicznymi parametrami okre±lonymi przez dopasowanie wyników

eksperymentalnych do teorii Ginzburga-Landau. Powy»szego ukªadu równa« nie mo»na

rozwi¡za¢ analitycznie dla przypadku ogólnego. Teoria Ginzburga-Landaua nie tªumaczy

zjawiska nadprzewodnictwa na poziomie mikroskopowym, ale rozwi¡zuj¡c ukªad równa«

dla przypadków szczególnych otrzymamy zwi¡zek pomi¦dzy mikroskopowymi (dªugo±¢

koherencji, gª¦boko±¢ wnikania) a makroskopowymi parametrami (pola krytyczne) opisu-

j¡cymi nadprzewodnik. Dwiema wa»nymi relacjami otrzymanymi z tej teorii s¡ zale»no±ci

gª¦boko±ci wnikania oraz dªugo±ci koherencji od temperatury λ (T ) i ξ (T ).

Dªugo±¢ koherencji okre±la charakterystyczn¡ odlegªo±¢, w jakiej wyst¡pi¡ zmiany pa-

rametru porz¡dku, gdy wprowadzimy zaburzenie w jakim± punkcie. Wielko±¢ ta jest te»

interpretowana jako ±redni rozmiar par Coopera. Stosunek gª¦boko±ci wnikania i dªu-

go±ci koherencji, nazywany parametrem Ginzburga-Landaua, pozwala na okre±lenie czy

nadprzewodnik jest I czy II rodzaju. Podziaª na nadprzewodniki I i II rodzaju oznacza

podziaª ze wzgl¦du na sposób reakcji nadprzewodnika na przyªo»enie zewn¦trznego pola

magnetycznego [46]. Parametr ten jest zde�niowany nast¦puj¡co:

κ =
λ

ξ
=
me

eh̄

√
4b

µ0

. (2.20)

Materiaªy, dla których κ < 1/
√

2, s¡ nadprzewodnikami I rodzaju. Dla tych nadprzewod-

ników λ� ξ. W nadprzewodnikach II rodzaju parametr κ > 1/
√

2 oraz λ� ξ.

Dªugo±¢ koherencji i gª¦boko±¢ wnikania otrzymane z teorii Ginzburga-Landaua mo»na

wyprowadzi¢ z teorii BCS, co pokazaª L. P. Gor'kov [49]. Mo»na pokaza¢ zwi¡zek wiel-

ko±ci �zycznych, zale»nych od fenomenologicznych wspóªczynników Ginzburga-Landaua,
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z wielko±ciami, którymi operuje teoria BCS [50]. Teoria mikroskopowa wprowadziªa tzw.

BCS-owsk¡ dªugo±¢ koherencji ξ0:

ξ0 = 0.18
h̄vF
kBTc

, (2.21)

która dla wi¦kszo±ci metali jest rz¦du ∼ 1800Å. Wielko±¢ ta jest zwi¡zana z zale»n¡

od temperatury dªugo±ci¡ koherencji ξ(T ) poprzez drog¦ swobodn¡ elektronów le. Dla

materiaªów �czystych�, gdzie ξ0 � le, mamy [50]:

ξ (T ) = 0.74ξ0

(
Tc

Tc − T

)1/2

, (2.22)

a w przeciwnym przypadku granicznym, ξ0 � le:

ξ (T ) = 0.85
√
ξ0le

(
Tc

Tc − T

)1/2

. (2.23)

Dodawanie do nadprzewodnika jakiego± niemagnetycznego skªadnika z reguªy nie zmienia

istotnie warto±ci Tc i vF , zatem warto±¢ ξ0 sªabo zale»y od domieszkowania. Domieszko-

wanie wpªywa jednak na drog¦ swobodn¡ elektronów, zatem zmniejszamy w ten sposób

dªugo±¢ koherencji Ginzburga-Landaua ξ(T ).

Gª¦boko±¢ wnikania w teorii Ginzburga-Landaua dla przypadku czystego wynosi [50]:

λ (T ) =
1√
2
λL

(
Tc

Tc − T

)1/2

, (2.24)

dla przypadku �brudnego�:

λ (T ) = 0.64λL

√
ξ0

le

(
Tc

Tc − T

)1/2

, (2.25)

gdzie λL oznacza londonowsk¡ gª¦boko±¢ wnikania:

λL =

√
me

µ0nse2
, (2.26)

a ns oznacza liczb¦ elektronów nadprzewodz¡cych.

Odwrotnie do dªugo±ci koherencji przy silnym domieszkowaniu gª¦boko±¢ wnikania

ro±nie. Parametr Ginzburga-Landaua κ dla przypadku �czystego� i �brudnego� wynosi
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odpowiednio:

κ = 0.96
λL
ξ0

, (2.27)

oraz

κ = 0.715
λL
le
. (2.28)

Parametr ten ro±nie, gdy droga swobodna elektronów maleje, zatem mo»na otrzyma¢

nadprzewodnik II rodzaju, za pomoc¡ domieszkowania nadprzewodnika I rodzaju.

2.3. Mechanizm rozdzielania par Coopera

Do stosowania algorytmów kwantowych konieczne jest wykonywanie operacji na po-

jedynczym kubicie. W zwi¡zku z tym nale»y opracowa¢ metod¦ na �wyci¡gni¦cie� z nad-

przewodnika i rozdzielenie przestrzenne par spl¡tanych kubitów (par Coopera w stanie

singletowym). Operacji wyizolowania z nadprzewodnika par Coopera mo»emy dokona¢

dzi¦ki efektowi blisko±ci.

2.3.1. Efekt blisko±ci

Rozpatrzmy zª¡cze nadprzewodnika z metalem normalnym. Teoria Ginzburga-Landaua

wprowadziªa parametr porz¡dku, który w metalu ma warto±¢ zero, a w nadprzewod-

niku ma warto±¢ niezerow¡. Parametr ten nie mo»e zmienia¢ si¦ skokowo na granicy

metal-nadprzewodnik. Zmiany parametru porz¡dku zachodz¡ na odlegªo±ci rz¦du dªu-

go±ci koherencji w metalu normalnym ξN (Rysunek 2.3), która zale»y od jako±ci kontaktu

i drogi swobodnej elektronów w metalu (le). Je»eli dªugo±¢ koherencji w nadprzewodniku

jest du»o mniejsza ni» droga swobodna w metalu (ξ0 � le), ξN dane jest równaniem:

ξN =
h̄vF
kBT

, (2.29)

gdzie vF oznacza pr¦dko±¢ elektronów na poziomie Fermiego. W przypadku �brudnym�

(ξ0 � le) dªugo±¢ koherencji w metalu normalnym wyra»a si¦ wzorem:

ξN =

√
h̄vF le

6πkBT
. (2.30)

Dªugo±¢ koherencji ξN okre±la obszar na jakim indukowane jest nadprzewodnictwo w me-

talu normalnym, a zatem istnieje niezerowe prawdopodobie«stwo znalezienia pary Co-

opera w obszarze metalu normalnego [45]. Dzi¦ki efektowi blisko±ci mo»emy mówi¢ o wstrzy-
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kiwaniu par Coopera do ró»nych ukªadów, zakªadaj¡c, »e zachowaj¡ one swój stan -

pozostan¡ w stanie spl¡tanym.

Rysunek 2.3. Zmiana parametru porz¡dku na granicy nadprzewodnik - metal normalny. Para-
metr porz¡dku w metalu ma warto±¢ zero, a w nadprzewodniku ma warto±¢ niezerow¡. Parametr
ten nie mo»e zmienia¢ si¦ skokowo na granicy metal-nadprzewodnik. Zmiany parametru porz¡dku

zachodz¡ na odlegªo±ci rz¦du dªugo±ci koherencji w metalu normalnym ξN .

2.3.2. Kropki kwantowe

Efekt blisko±ci pozwala na �wyci¡gni¦cie� par Coopera z nadprzewodnika, jednak samo

poª¡czenie nadprzewodnika z metalem normalnym nie pozwoli na rozdzielenie pary. Za-

miast jednego zª¡cza metal-nadprzewodnik mo»emy zastosowa¢ poª¡czenie nadprzewod-

nika z dwoma normalnymi elektrodami metalowymi, b¦d¡cymi w odlegªo±ci mniejszej od

dªugo±ci koherencji, czyli mniejszej ni» rozmiar pary Coopera. Wówczas pary Coopera

w sposób naturalny mog¡ zosta¢ rozdzielone, lecz sprawno±¢ takiego rozdzielania nie b¦-

dzie wi¦ksza ni» 50%, co wynika z jednakowej liczby dozwolonych, równoprawdopodobnych

procesów rozdzielaj¡cych i nierozdzielaj¡cych par¦ Coopera, (Rysunek 2.4(a)). Sposo-

bem na zwi¦kszenie sprawno±ci rozdzielania jest zastosowanie kropek kwantowych, gdzie

silne oddziaªywanie kulombowskie uniemo»liwia obsadzenie pojedynczej kropki kwantowej

przez dwa elektrony i wymusza w ten sposób procesy, które rozdzielaj¡ par¦ Coopera.

Kropkami kwantowymi nazywamy ukªady, w których wszystkie trzy wymiary prze-

strzenne s¡ porównywalne z dªugo±ci¡ fali Fermiego elektronów [51]. Istnieje wiele metod

wytwarzania kropek kwantowych, takich jak nanolitogra�a w cienkich warstwach, wyko-

rzystanie nanokrysztaªów, pojedynczych molekuª, nanorurek [52, 53, 54, 55]. Ogranicze-

nie wymiarów kropki prowadzi do kwantyzacji ªadunkowej oraz dyskretyzacji poziomów

energetycznych. Kropka kwantowa mo»e by¢ poª¡czona z elektrodami, b¦d¡cymi ¹ródªem

no±ników ªadunku elektrycznego, za pomoc¡ zª¡cz tunelowych (Rysunek 2.5(a)). Przy-

ªo»enie napi¦cia Vsd mi¦dzy dwoma elektrodami, ¹ródªem i drenem, powoduje przepªyw
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Rysunek 2.4. Rozdzielanie par Coopera: a) poª¡czenie elektrody nadprzewodz¡cej z dwoma elek-
trodami normalnymi, b) ukªad z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡. Dzi¦ki silnym oddziaªywaniom
kulombowskim na kropkach kwantowych wymuszane s¡ procesy, które rozdzielaj¡ par¦ Coopera.

pr¡du przez kropk¦. Za pomoc¡ napi¦cia bramki Vg mo»na elektrostatycznie wpªywa¢

na poªo»enie poziomów energetycznych kropki kwantowej wzgl¦dem poziomu Fermiego

elektrod.

Ukªad kropki kwantowej z elektrodami mo»na zobrazowa¢ za pomoc¡ ukªadu konden-

satorów pokazanego na Rysunku 2.5(b). Caªkowita pojemno±¢ ukªadu C jest równa sumie

Rysunek 2.5. Schemat: a) kropki kwantowej poª¡czonej poprzez zª¡cza tunelowe z elektrodami
¹ródªa i drenu. Za pomoc¡ napi¦cia na bramce mo»emy sterowa¢ poªo»eniem poziomów ener-
getycznych kropki. b) zast¦pczego ukªadu elektrycznego. Napi¦cie polaryzacji (transportowe)

Vsd = Vs − Vd.

pojemno±ci barier, Cs i Cd oraz pojemno±ci mi¦dzy kropk¡ a bramk¡, Cg, C = Cs+Cd+Cg.
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Energia ªadowania ukªadu zale»y od liczby (caªkowitej) elektronów n na kropce oraz od

przyªo»onych napi¦¢ polaryzacji oraz bramki i wynosi:

Ech(n,Qg) =
(ne−Qg)

2

2C
, (2.31)

gdzie ªadunek bramki Qg = CgVg + CsVs + CdVd, e oznacza ªadunek elementarny, a Vg,

Vs, Vd s¡ napi¦ciami odpowiednio na bramce, ¹ródle i drenie. W procesie tunelowania

zwi¦kszaj¡cym ªadunek kropki z n do n+ 1 elektronów, energia ªadowania zmienia si¦ o:

Ech(n+ 1, Qg)− Ech(n,Qg) =
(
n+

1

2
− Qg

e

)
e2

C
. (2.32)

W niskich temperaturach tunelowanie z elektrody ¹ródªa do kropki kwantowej jest mo»-

liwe, gdy speªniony jest warunek:

eVs > Ech(n+ 1, Qg)− Ech(n,Qg) . (2.33)

Tunelowanie z kropki kwantowej do elektrody drenu wymaga speªnienia warunku:

Ech(n+ 1, Qg)− Ech(n,Qg) > eVd . (2.34)

W celu uzyskania ci¡gªego przepªywu elektronów przez ukªad konieczne jest jednoczesne

speªnienie obu powy»szych warunków.

W przypadku, gdy Ech(n + 1, Qg) − Ech(n,Qg) < eVs, eVd mamy do czynienia z blo-

kad¡ kulombowsk¡, w zakresie której kolejny elektron nie mo»e tunelowa¢ z elektrody

na kropk¦ kwantow¡, jak równie» elektron przebywaj¡cy na kropce nie mo»e tunelowa¢

z kropki na »adn¡ elektrod¦. Za pomoc¡ napi¦cia na bramce Vg mo»emy dostroi¢ poªo»enie

Ech(n + 1, Qg)− Ech(n,Qg) do obszaru okna transportowego i w ten sposób odblokowa¢

ukªad, umo»liwiaj¡c tunelowanie elektronu z elektrody ¹ródªa na kropk¦ kwantow¡ i dalej

na elektrod¦ drenu. Zmieniaj¡c napi¦cie Vg obserwujemy pojawianie si¦ maksimów liniowej

konduktancji (eVsd < kBT , Vsd = Vs−Vd) dla warto±ci rezonansowych, gdy transport elek-

tronów przez kropk¦ jest mo»liwy, oraz zerow¡ warto±¢ konduktancji w obszarach blokady

kulombowskiej. Maksima konduktancji maj¡ pewn¡ szeroko±¢ wynikaj¡c¡ z poszerzenia

poziomów energetycznych kropki zwi¡zanego ze sprz¦»enia kropki z elektrodami (Rysu-

nek 2.6).
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W zale»no±ci od temperatury, mo»emy wyró»ni¢ trzy obszary, w których transport

elektronów przez kropk¦ kwantow¡ zachodzi w odmienny sposób:

1. e2/2C � kBT , w obszarze tym dyskretyzacja ªadunku przestaje by¢ istotna,

2. 4E � kBT � e2/2C, zakres klasycznej (metalicznej) blokady kulombowskiej, w któ-

rej wiele poziomów jest wzbudzonych termicznie, gdzie 4E oznacza ró»nic¦ energii

stanów jednocz¡stkowych.

3. kBT �4E < e2/2C, zakres kwantowej blokady kulombowskiej, w której pojedynczy

poziom kropki kwantowej uczestniczy w transporcie elektronów.

Rysunek 2.6. Porównanie przewodnictwa (konduktancji) i liczby elektronów na kropce kwantowej
nQD w funkcji napi¦cia bramki Vg.

Kropki kwantowe, w których pojedynczy poziom uczestniczy w transporcie elektronów,

mo»na opisa¢ za pomoc¡ tzw. modelu Andersona dla kropek kwantowych. Hamiltonian

pojedynczej kropki ma posta¢:

HQD =
∑
σ

εσd
†
σdσ + Ud†↑d↑d

†
↓d↓ , (2.35)

gdzie d†σ (dσ) jest operatorem kreacji (anihilacji) elektronu ze spinem σ na kropce kwan-

towej. Pierwszy czªon hamiltonianu opisuje pojedynczy poziom kropki kwantowej. Drugi

czªon opisuje energi¦ oddziaªywania kulombowskiego dwóch elektronów, o przeciwnych

spinach, zajmuj¡cych kropk¦ kwantow¡, U ∼ e2/C. Warto±¢ εσ mo»emy efektywnie zmie-

nia¢ poprzez napi¦cie bramki Vg.
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2.4. Transport w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej

Dzi¦ki kropkom kwantowym umieszczonym mi¦dzy elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ a elek-

trodami normalnymi mo»emy zwi¦kszy¢ sprawno±¢ rozdzielania par Coopera. Kropka

kwantowa musi charakteryzowa¢ si¦ dost¦pno±ci¡ tylko jednego poziomu w obszarze okna

transportowego. Wykorzystuj¡c silne oddziaªywania kulombowskie, czyli brak mo»liwo-

±ci przebywania jednocze±nie dwóch elektronów na kropce, mo»na spowodowa¢, »e para

Coopera b¦dzie preferowa¢ tunelowanie w sposób rozdzielony (Rysunek 2.4(b)).

W 2001 roku zostaªa opublikowana praca autorstwa P. Rechera, E. V. Sukhorukova

i D. Lossa [56] opisuj¡ca transport w omawianym ukªadzie podwójnej kropki kwantowej.

Przedmiotem zainteresowania autorów byª transport w zakresie energii:

∆, U,4ε > eVSN > ΓNα, kBT , (2.36)

ΓNα > ΓS , (2.37)

gdzie 4ε jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy poziomami kropek kwantowych, napi¦cie transportowe

pomi¦dzy elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ a symetrycznie przyªo»onym napi¦ciem do elektrod

normalnych wynosi VSN = VS − VN > 0, ΓNα = 2πNα|tNα|2 (indeks S oznacza elektrod¦

nadprzewodz¡c¡, N elektrod¦ normaln¡, α = 1, 2 indeks elektrody normalnej), Nα jest

g¦sto±ci¡ stanów w elektrodzie α, ΓS = ΓS1 = ΓS2 = 2πNS |tSD|2, tDN i tSD s¡ amplitu-

dami tunelowania elektronów mi¦dzy kropk¡ kwantow¡ a elektrodami normalnymi oraz

elektrod¡ nadprzewodz¡c¡. Obliczenia pr¡du zostaªy wykonane za pomoc¡ zªotej reguªy

Fermiego, gdzie autorzy brali pod uwag¦ procesy wszystkich rz¦dów, zakªadaj¡c brak od-

dziaªywa« w ukªadzie. Autorzy pracy przedstawili wyra»enie na pr¡d pªyn¡cy w ukªadzie

w sposób rozdzielony (para Coopera tuneluje do ró»nych elektrod):

I1 =
eΓ2

SΓN

(ε1 + ε2)2 + Γ2/4

[
sin (kF δr)

kF δr

]2

exp

(
−2δr

πξ

)
, (2.38)

gdzie ΓN = ΓN1 + ΓN2, ξ jest dªugo±ci¡ koherencji par Coopera, δr = |r1 − r2| okre±la

odlegªo±¢ pomi¦dzy punktami w nadprzewodniku, z których elektrony 1 i 2 tuneluj¡ na

kropki kwantowe. Pr¡d ten zanika wykªadniczo wraz ze wzrostem odlegªo±ci δr w porów-

naniu do dªugo±ci koherencji ξ. Zatem, aby uzyska¢ pr¡d pªyn¡cy w sposób rozdzielony,

odlegªo±¢ mi¦dzy punktami z których tuneluj¡ elektrony z nadprzewodnika, odpowiada-

j¡ca odlegªo±ci pomi¦dzy kropkami kwantowymi, musi by¢ mniejsza od dªugo±ci koherencji
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par Coopera. Pr¡d rozdzielony I1 (2.38) osi¡ga maksymaln¡ warto±¢, gdy ε1 = −ε2:

I1 =
4eΓ2

S

ΓN

[
sin (kF δr)

kF δr

]2

exp

(
−2δr

πξ

)
, (2.39)

co wskazuje na zwi¡zek tego pr¡du ze skorelowanym efektem dwucz¡stkowym. Dla tune-

lowania par Coopera poprzez jedn¡ kropk¦ pr¡d wyra»ony jest przez:

I2 =
2eΓ2

SΓN
E2

, (2.40)

1

E
=

1

π∆
+

1

U
. (2.41)

Stosunek tych dwóch pr¡dów wynosi:

I1

I2

=
2E2

Γ2

[
sin (kF δr)

kF δr

]2

exp

(
−2δr

πξ

)
, (2.42)

z którego wynika, »e I1 dominuje gdy E/ΓN > kF δr i δr < ξ. Maksymaln¡ sprawno±¢ roz-

dzielania mo»na uzyska¢ umieszczaj¡c poziomy energetyczne kropek w pobli»u rezonansu

εi ' eVS = 0. Zaproponowane przez autorów zaªo»enie braku oddziaªywa« w ukªadzie,

wydaje si¦ by¢ nie do ko«ca wªa±ciwym przybli»eniem, ze wzgl¦du na ich istotn¡ rol¦

w rozdzielaniu par Coopera.

Inn¡ interesuj¡c¡ prac¡ teoretyczn¡ opisuj¡c¡ transport w analizowanym ukªadzie

(Rysunek 2.7(a)) byªa praca z 2010 roku, której autorami s¡ J. Eldridge, M. G. Pala,

M. Governale i J. König [57]. Tematem pracy byª nadprzewodz¡cy efekt blisko±ci w od-

dziaªuj¡cym ukªadzie podwójnej kropki kwantowej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma

elektrodami normalnymi. W porównaniu do poprzedniej pracy, autorzy ograniczyli obli-

czenia jedynie do procesów pierwszego rz¦du daj¡cych wkªad do pr¡du w ukªadzie. U»yty

w pracy hamiltonian elektrod α = 1, 2, S ma posta¢:

Hα =
∑
kσ

εαkc
†
αkσcαkσ − δα,S∆

∑
k

(cα−k↓cαk↑ + h.c.) . (2.43)

Tunelowanie pomi¦dzy kropkami kwantowymi a elektrodami normalnymi i nadprzewo-

dz¡c¡ zostaªo opisane za pomoc¡ hamiltonianu tunelowego:

HTN =
∑
kσ

[
tN1c

†
1kσd1,σ + tN2c

†
2kσd2,σ + h.c.

]
, (2.44)



2.4. Transport w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej 39

HTS =
∑
kσ

[
tS1c

†
Skσd1,σ + VS2c

†
Skσd2,σ + h.c.

]
. (2.45)

Dynamika kropek kwantowych mo»e by¢ przedstawiona za pomoc¡ hamiltonianu efek-

tywnego:

Heff = Hddot −
∑
α=1,2

ΓSα
2

(
d†α,↑d

†
α,↓ + h.c.

)
+

√
ΓS1ΓS2

2

(
d†2,↑d

†
1,↓ − d

†
2,↓d

†
1,↑ + h.c.

)
, (2.46)

gdzie:

Hddot =
∑
α=1,2

[
εα
∑
α

d†α,σdα,σ + Uαnα,↑nα,↓

]
+ Uddot

∑
σ,σ′

nL,σnR,σ′ . (2.47)

Drugi czªon Heff opisuje lokalny efekt blisko±ci na ka»dej kropce powstaªy w wyniku

rozpraszania Andreeva. Czªon ten jest zaniedbywalny dla Uα → ∞. Ostania cz¦±¢ Heff

opisuje korelacje nadprzewodz¡ce pomi¦dzy kropkami. Rozpatrywany jest przypadek ∆→

∞, Uα →∞. W rezultacie stany wªasne ukªadu s¡ superpozycj¡ stanów, w których kropki

kwantowe s¡ albo puste, albo obsadzone par¡ elektronów w stanie singletowym:

|±〉 =
1√
2

√
1∓ δ

2εA
|0〉 ∓ 1√

2

√
1± δ

2εA
|S〉 . (2.48)

Energie wªasne wynosz¡: E± = δ/2 ± εA, gdzie ró»nica energii δ mi¦dzy stanem pustym

i singletowym wynosi δ = ε1+ε2+Uddot. Stany |+〉 i |−〉 s¡ rozdzielone o 2εA =
√
δ2 + 2Γ2

S,

gdzie efektywne sprz¦»enie ΓS =
√

ΓS1ΓS2. Tempa przej±¢ mi¦dzy stanami zostaªy obli-

czone korzystaj¡c ze zªotej reguªy Fermiego. Na podstawie równania:

Iα =
e

h̄

∑
χ 6=χ′

Wα
χ′χPχ , (2.49)

gdzie Wχ′χ jest tempem przej±cia ze stanu χ do stanu χ′, Pχ jest prawdopodobie«-

stwem obsadzenia stanu |χ〉, otrzymano pr¡d wstrzykiwany do nadprzewodnika IS =

−I1 − I2, uwzgl¦dniaj¡c tylko procesy pierwszego rz¦du ze wzgl¦du na ΓN1, ΓN2, w li-

micie ΓN1,ΓN2 � εA. Rysunek 2.7(b) przedstawia zale»no±¢ pr¡du IS od napi¦cia przy-

ªo»onego do elektrod normalnych eVN = eVN1 = eVN2 oraz parametru δ. Je»eli znak

przyªo»onego napi¦cia polaryzacji jest taki, »e para Coopera mo»e opu±ci¢ nadprzewod-

nik, to rozdzielone przez kropki kwantowe elektrony pary mog¡ przej±¢ do elektrod nor-

malnych. Dla napi¦cia o przeciwnym znaku dwa elektrony b¦d¡ce w stanie singletowym

mog¡ przej±¢ do nadprzewodnika. Je»eli jednak elektrony na kropkach kwantowych b¦d¡

w którym± ze stanów trypletowych, to przej±cie do nadprzewodnika zostanie zablokowane.
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Rysunek 2.7. Ukªad podwójnej kropki kwantowej: a) schemat ukªadu, b) pr¡d wstrzykiwany do
nadprzewodnika IS = −I1 − I2 w zale»no±ci od przyªo»onego napi¦cia do elektrod normalnych
eVN i ró»nicy energii pomi¦dzy stanem pustym i singletowym δ dla zdegenerowanych poziomów

kropek kwantowych 4ε = 0. Pozostaªe parametry: ΓS = 0.5Uddot, kBT = 0.01Uddot [57].

Mamy wówczas do czynienia z blokad¡ trypletow¡, której zakres jest okre±lony przez

eVN > (ε1 + ε2) /2 + U = (δ + U) /2. Dla obszaru eVN < 0 sprawno±¢ rozdzielania par

Coopera w tym uproszczonym modelu jest równa 100%.

2.5. Pomiary eksperymentalne

Jedn¡ z pierwszych prac eksperymentalnych realizuj¡cych omawiany ukªad, byªa praca

z 2009 roku autorstwa L. Hofstettera, S. Csonki, J. Nygårda i C. Schönenbergera [8],

w której jako ¹ródªo par elektronów w stanie spl¡tanym wykorzystano nadprzewodz¡ce

aluminium, a do utworzenia kropek kwantowych u»yto póªprzewodnikowego nanodrutu

InAs. Nadprzewodnik charakteryzowaª si¦ przerw¡ energetyczn¡ ∆ ≈ 150µeV , energia

ªadowania kropek kwantowych Uα ≈ 2− 4meV , czyli znacznie wi¦ksza ni» ∆. Rozpatry-

wano dwa ukªady ró»ni¡ce si¦ sprz¦»eniem kropek kwantowych z elektrodami, skutkuj¡-

cym poszerzeniem poziomów energetycznych kropek kwantowych odpowiednio o ΓN1 ≈

0.5meV i ΓN2 ≈ 100µeV . Gªównym wynikiem pracy jest wykazanie mo»liwo±ci roz-

dzielania par Coopera poprzez wykonanie nielokalnych charakterystyk pr¡du pªyn¡cego

przez ukªad. W pracy zmierzono zmian¦ przewodnictwa na pierwszej kropce kwantowej

4G1 = G1 − 〈G1〉 w zale»no±ci od poªo»enia poziomów energetycznych ε2 drugiej kropki

kwantowej, co wskazuje na nielokalny charakter pr¡du elektrycznego. Rysunek 2.8(c)

przedstawia wynik pomiaru, w którym poziom energetyczny pierwszej kropki kwanto-

wej umieszczono w rezonansie, a za pomoc¡ napi¦cia Vg2 zmieniano poªo»enie poziomów

drugiej kropki. W momencie gdy poziomy energetyczne kropki 2 znajdowaªy si¦ w rezo-
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nansie obserwowano pik 4G1. Odpowiedzialne s¡ za to procesy w których para Coopera

ulega rozdzieleniu. W celu sprawdzenia, czy obserwowany efekt ma rzeczywi±cie zwi¡zek

z nadprzewodnictwem, ukªad zostaª umieszczony w polu magnetycznym B = 120mT nisz-

cz¡cym nadprzewodnictwo. Na Rysunku 2.8(c) wida¢, »e przyªo»enie pola magnetycznego

powoduje zanik efektu wzrostu przewodnictwa. Oszacowana przez autorów sprawno±¢ roz-

dzielania par Coopera wynosiªa 2%.

Rysunek 2.8. Eksperymentalny ukªad podwójnej kropki kwantowej: a) schemat ukªadu - nad-
przewodnik aluminium poª¡czony zostaª za po±rednictwem nanodrutu InAs (z wyodr¦bnionymi
kropkami kwantowymi) do elektrod normalnych. Za pomoc¡ elektrod g1 i g2 mo»na sterowa¢
poªo»eniem poziomów energetycznych kropek kwantowych. b) nielokalny pomiar przewodnictwa
polega na ustawieniu poziomu kropki kwantowej QD1 w poªo»eniu rezonansowym a nast¦pnie
zmierzeniu warto±ci 4G1 w zale»no±ci od poªo»enie poziomu energetycznego kropki kwanto-
wej QD2, c) jednoczesny pomiar przewodnictwa G2 kropki QD2 i zmiany przewodnictwa 4G1

kropki QD2. W obecno±ci pola magnetycznego (stan normalny) obserwuje si¦ niewielki ujemny
nielokalny sygnaª w momencie przej±cia kropki QD2 przez poªo»enia rezonansowe (zwi¡zane ze
zjawiskiem przesªuchu). W stanie nadprzewodz¡cym wzrost 4G1 jest o rz¡d wielko±ci wi¦kszy.
Korelacja pomi¦dzy przewodnictwem kropek kwantowych zwi¡zana jest z rozdzielaniem par Co-

opera [8].

W 2010 roku zostaªa opublikowana kolejna praca, L. G. Herrmann i inni [9], w której

do rozdzielania par Coopera wykorzystano kropki kwantowe wytworzone na nanorurce

w¦glowej. Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w tym ukªadzie wynosiªa okoªo 50%.

Sprawno±¢ rozdzielania zbli»on¡ do 100% udaªo si¦ uzyska¢ w roku 2012 grupie z uni-

wersytetu w Bazylei [10]. Nadprzewodnikiem u»ytym w eksperymencie byª PdAl, a kropki

kwantowe zostaªy wytworzone na nanorurce w¦glowej. Nadprzewodnik charakteryzowaª

si¦ przerw¡ energetyczn¡ ∆ ∼ 120µeV , energie ªadowania kropek kwantowych wyno-

siªy U1 ∼ 7 meV i U2 ∼ 4 meV . W eksperymencie mierzono przewodnictwo dla obu

ramion ukªadu, pokazane na Rysunku 2.9. Widoczna w pomiarach przewodnictwa asy-
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metria wynika z niesymetrycznego sprz¦»enia kropek z elektrodami. W momencie gdy

poªo»enie poziomów energetycznych obu kropek kwantowych znajdowaªo si¦ w poªo»eniu

rezonansowym, obserwowano wzrost przewodnictwa, zwi¡zany z przepªywem elektronów

par Coopera w sposób rozdzielony. Podobnie jak w poprzednim eksperymencie, umiesz-

czenie ukªadu w polu magnetycznym potwierdza powi¡zanie zachowania przewodnictwa

z nadprzewodnictwem.

Rysunek 2.9. Rozdzielanie par Coopera: a) Obraz ukªadu eksperymentalnego uzyskany za po-
moc¡ skaningowego mikroskopu elektronowego. b) Przewodnictwo G1 kropki kwantowej QD1
i przewodnictwo G2 kropki kwantowej QD2 w funkcji przyªo»onego napi¦cia bramek VSG1 i VSG2

oraz schematy energetyczne lokalnego tunelowania par Coopera i rozdzielania par Coopera.
c) G1 i G2 w funkcji napi¦cia VSG1, dla VSG2 ≈ 2.07V przy braku i w obecno±ci zewn¦trznego

pola magnetycznego B = 250mT , niszcz¡cego nadprzewodnictwo [10].

W tym samym roku opublikowano wyniki innego eksperymentu autorstwa A. Das

i inni [11], w którym równie» udaªo si¦ uzyska¢ sprawno±¢ rozdzielania zbli»on¡ do 100%.

Nadprzewodnikiem u»ytym jako ¹ródªo par Coopera byªo aluminium, a kropki kwantowe

zostaªy wykonane przy u»yciu nanodrutu InAs.



Rozdziaª 3

Rozdzielanie par Coopera w zª¡czu Josephsona

z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡

Przedstawione w poprzednim rozdziale wyniki prac teoretycznych oraz eksperymental-

nych dotyczyªy transportu w zakresie liniowego przewodnictwa oraz rezonansowego usta-

wienia poziomów energetycznych kropek kwantowych |εd/∆| � 1. W takim przypadku

mamy do czynienia z tunelowaniem elektronów w sposób sekwencyjny oraz osi¡gamy

maksymaln¡ sprawno±¢ rozdzielania par Coopera [56, 57]. W tym rozdziale na przykªadzie

ukªadu podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z dwoma nadprzewodz¡cymi elektrodami,

zostanie omówiona mo»liwo±¢ rozdzielenia par Coopera w zakresie wspóªtunelowania oraz

zostanie przedstawiony wpªyw poªo»enia poziomów energetycznych kropek kwantowych

na sprawno±¢ rozdzielania par Coopera.

3.1. Tunelowanie sekwencyjne i wspóªtunelowanie

Transport elektronów mo»e by¢ rozpatrywany zarówno w zakresie sekwencyjnego tu-

nelowania, jak równie» w zakresie wspóªtunelowania. W zakresie sekwencyjnym, dla oma-

wianego ukªadu podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ oraz

dwoma elektrodami normalnymi, przy przyªo»onym wi¦kszym od zera napi¦ciu trans-

portowym oraz poza obszarem blokady kulombowskiej, przez kropki kwantowe pªynie w

sposób sekwencyjny sko«czony pr¡d tunelowy. Proces przepªywu elektronów przez ukªad

odbywa si¦ w nast¦puj¡cy sposób:

1. W wyniku blisko±ci nadprzewodnika kropki kwantowe zostaj¡ obsadzone par¡ elektro-

nów w stanie singletowym |S〉.

2. Jeden elektron z pary tuneluje z kropki kwantowej do elektrody normalnej, drugi

elektron pozostaje na kropce kwantowej.

3. Kolejne elektrony z nadprzewodnika nie mog¡ tunelowa¢ na woln¡ kropk¦ kwantow¡

do czasu, a» drugi elektron z pary nie opu±ci zajmowanej kropki.
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4. Drugi elektron z pary tuneluje z kropki kwantowej do elektrody normalnej. Kropki

kwantowe s¡ w stanie nieobsadzonym.

5. Kropki kwantowe zostaj¡ obsadzone par¡ elektronów w stanie singletowym i cykl po-

wtarza si¦.

W wyniku przedstawionego wy»ej procesu, stan podstawowy kropek kwantowych jest

superpozycj¡ stanu singletowego |S〉 oraz stanu nieobsadzonych kropek kwantowych |0〉.

Tunelowanie sekwencyjne odbywa si¦ w wyniku jednoelektronowych procesów pierwszego

rz¦du.

W zakresie wspóªtunelowania, czyli gdy poziomy energetyczne kropek kwantowych

zostan¡ odsuni¦te od rezonansu, |εd/∆| � 1, to przy odpowiednio maªym napi¦ciu trans-

portowym ukªad znajdzie si¦ w zakresie blokady kulombowskiej, gdzie procesy tunelowe

pierwszego rz¦du nie s¡ mo»liwe. W zakresie blokady kulombowskiej mo»liwe jest jednak

wyst¦powanie procesów wy»szych rz¦dów. Mówimy wówczas o wspóªtunelowaniu, które

wykorzystuje po±rednie stany wirtualne o energii wi¦kszej od energii stanu podstawowego.

Wspóªtunelowanie jest wynikiem �uktuacji kwantowych ªadunku elektrycznego na kropce

kwantowej i polega na skorelowanym przepªywie pary Coopera przez caªy ukªad. Dla

omawianego ukªadu proces wspóªtunelowania jest procesem czwartego rz¦du w rachunku

zaburze«, gdzie zaburzeniem jest hamiltonian tunelowy pomi¦dzy kropkami kwantowymi

a elektrodami. Przej±cie pary elektronów przez ukªad wymaga zaj±cia czterech pojedyn-

czych procesów tunelowania.

Tunelowanie sekwencyjne odbywa si¦ w sposób nieuporz¡dkowany, nieskorelowany,

elektrony tuneluj¡ jeden po drugim. Je»eli w ukªadzie, na drodze par w obu kanaªach trans-

portowych (lewym i prawym), umie±cimy detektor, to w przypadku tunelowania sekwen-

cyjnego istnieje mo»liwo±¢, »e dokonamy pomiaru (lub operacji) na dwóch elektronach

nale»¡cych do ró»nych par Coopera lub niesparowanych elektronach, czyli nieb¦d¡cych

w stanie spl¡tania kwantowego. Zatem nie±wiadomie mo»emy dokona¢ bª¦dnego pomiaru

(Rysunek 3.1(a)). Zalet¡ wspóªtunelowania jest uzyskanie uporz¡dkowanego przepªywu

elektronów - jednocze±nie tuneluje caªa para Coopera. W ka»dym procesie detekcji mamy

pewno±¢, »e analizowane s¡ elektrony nale»¡ce do jednej pary Coopera (Rysunek 3.1(b)).

Wad¡ wspóªtunelowania jest znaczne obni»enie nat¦»enia pr¡du pªyn¡cego w ukªadzie,

w porównaniu do tunelowania sekwencyjnego, co mo»e utrudni¢ detekcj¦.
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Rysunek 3.1. Detekcja w procesach a) sekwencyjnego tunelowania, b) wspóªtunelowania. W przy-
padku sekwencyjnego tunelowania istnieje niezerowe prawdopodobie«stwo dokonania pomiaru

(lub operacji) na dwóch elektronach nale»¡cych do ró»nych par Coopera

3.2. Efekt Josephsona

Ukªad podwójnej kropki kwantowej poª¡czonej z dwoma nadprzewodz¡cymi elektro-

dami mo»na traktowa¢ jako rodzaj zª¡cza Josephsona, czyli ukªadu, w którym dwa obszary

nadprzewodz¡ce oddzielone s¡ obszarem o zmniejszonym parametrze porz¡dku (Rysu-

nek 3.2) [46, 45, 50]. Ukªad ten mo»na potraktowa¢ jako przybli»enie bardziej zªo»onego

ukªadu, skªadaj¡cego si¦ z dwóch podwójnych kropek kwantowych i umieszczonych mi¦-

dzy nimi elektrod normalnych o dªugo±ci mniejszej ni» dªugo±¢ koherencji, w których

nadprzewodz¡ce korelacje par Coopera s¡ zachowane (Rysunek 3.2(c)). Tunelowanie par

Coopera w takim ukªadzie b¦dzie odbywaªo si¦ w taki sam sposób jak w zª¡czu z jedn¡

podwójn¡ kropk¡ kwantow¡.

Zwykªe pojedyncze zª¡cze Josephsona mo»na uzyska¢ poprzez rozdzielenie dwóch nad-

przewodników cienk¡ warstw¡ izolatora lub nienadprzewodz¡cego metalu (o grubo±ci po-

równywalnej lub mniejszej ni» dªugo±¢ koherencji ξ), poprzez przew¦»enie mi¦dzy nadprze-

wodnikami lub za pomoc¡ kontaktu punktowego. Zjawisko Josephsona polega na tunelo-

waniu par Coopera przez takie zª¡cze. Wyró»niamy staªopr¡dowe oraz zmiennopr¡dowe

zjawisko Josephsona. W pierwszym przypadku je»eli faza parametru porz¡dku w nad-

przewodnikach tworz¡cych zª¡cze jest ró»na, to równie» w nieobecno±ci zewn¦trznego pola

elektrycznego lub magnetycznego, przez zª¡cze przepªywa staªy pr¡d par Coopera (pr¡d

Josephsona). Nat¦»enie tego pr¡du zale»y od ró»nicy faz parametru porz¡dku oraz od

parametru IC odpowiadaj¡cego maksymalnej warto±ci pr¡du, który mo»e pªyn¡¢ przez

dane zª¡cze:

IJ = IC sinϕ , (3.1)

gdzie ϕ = ϕL − ϕR jest ró»nic¡ faz parametru porz¡dku w zª¡czu. Nat¦»enie pr¡du Jose-

phsona jest maksymalne dla ϕ = π/2 oraz mo»e si¦ zmienia¢ od −IC do IC . Dla wi¦kszo±ci
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zª¡cz Josephsona IC przyjmuje warto±¢ od kilku µA do kilku mA. O zmiennopr¡dowym

zjawisku Josephsona mówimy wówczas, gdy na zª¡czu pojawi si¦ napi¦cie V powodu-

j¡ce, »e przez zª¡cze popªynie pr¡d tunelowy normalnych elektronów oraz zmienny pr¡d

Josephsona o cz¦stotliwo±ci f = 2eV/h [45].

Rysunek 3.2. Zª¡cza Josephsona: a) dwa nadprzewodniki oddzielone warstw¡ izolatora, b) ukªad
z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡, c) ukªad z dwoma podwójnymi kropkami kwantowymi i elek-
trodami normalnymi mi¦dzy nimi. W ukªadzie tym mamy mo»liwo±¢ wykonania operacji na

spl¡tanej parze Coopera.

3.3. Model

Analizowany ukªad skªada si¦ z dwóch kropek kwantowych (α = 1, 2) poª¡czonych

z dwoma elektrodami nadprzewodz¡cymi (l = L,R). Zakªadamy, »e odlegªo±¢ mi¦dzy

kropkami kwantowymi jest mniejsza ni» dªugo±¢ koherencji par Coopera w nadprzewod-

niku. Hamiltonian ukªadu zªo»ony jest z trzech cz¦±ci, H = HBCS +HDQD +HT [58, 59].

Hamiltonian HBCS, opisuj¡cy elektrody nadprzewodz¡ce typu s (elektrony tworz¡ par¦

w stanie singletowym), mo»na uzyska¢ przeksztaªcaj¡c hamiltonian opisuj¡cy parowanie

elektronów (2.3) [46]:

HBCS =
∑
lkσ

εlkc
†
lkσclkσ −

∑
lk

(
∆lk (ϕ) c†lk↑c

†
l−k↓ + h.c.

)
, (3.2)
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gdzie parametr ∆lk wyra»ony jest równaniem (2.11) dla l elektrody. Podwójna kropka

kwantowa opisana jest za pomoc¡ hamiltonianu:

HDQD =
∑
α

(εdαnα + Uαnα↑nα↓)− td
∑
σ

(
d†1σd2σ + h.c.

)
, (3.3)

maj¡cego posta¢ modelu Andersona dla dwóch kropek kwantowych (2.35), druga cz¦±¢

hamiltonianu opisuje sprz¦»enie mi¦dzy kropkami kwantowymi z amplitud¡ tunelowa-

nia td. Tunelowanie mi¦dzy kropkami kwantowymi a elektrodami nadprzewodz¡cymi jest

przedstawione za pomoc¡ hamiltonianu:

HT =
∑
αlkσ

tα,lkc
†
lkσdασ + h.c. , (3.4)

gdzie tα,lk okre±la amplitud¦ tunelowania. Operatory c†lkσ, d
†
ασ oznaczaj¡ kreacj¦ elektronu

o spinie σ =↑, ↓ odpowiednio na elektrodzie l i kropce kwantowej α.

Zakªadamy, »e elektrody nadprzewodz¡ce s¡ jednakowe z ró»nic¡ fazy parametru po-

rz¡dku ϕ:

εlk = εk , (3.5)

∆Lk = ∆ke
+ϕ/2 , (3.6)

∆Rk = ∆ke
−ϕ/2 . (3.7)

Podobne zaªo»enie identyczno±ci czynimy wobec kropek kwantowych:

εdα = εd , (3.8)

Uα = U . (3.9)

Do hamiltonianów (3.2) i (3.4) stosujemy transformacj¦ cechowania:

 cL̄kσ

cR̄kσ

 =

 e−iϕ/4 0

0 e+iϕ/4


 cLkσ

cRkσ

 , (3.10)

oraz transformacj¦ Bogoliubova:

 cl̄k↑

c†
l̄−k↓

 =

 uk vk

−vk uk


 γlk↑

γ†lk↓

 . (3.11)
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Powy»sze przeksztaªcenia powoduj¡ przeniesienie caªo±ci zale»no±ci od fazy parametru po-

rz¡dku do hamiltonianu opisuj¡cego tunelowanie HT oraz przej±cie z opisu elektronowego

do uªatwiaj¡cego obliczenia formalizmu kwazicz¡stek, który opisuje wzbudzenia stanu

podstawowego BCS. W rezultacie hamiltoniany HBCS i HT mo»emy zapisa¢ w postaci:

HBCS =
∑
lkσ

Elkγ
†
lkσγlkσ , (3.12)

HT =
∑
αlkσ

tlk
(
ukγ

†
lkσ + σvkγlkσ̄

)
dασ + h.c. , (3.13)

gdzie γ†lkσ oznacza kreacj¦ kwazicz¡stki na elektrodzie l, a Elk, vk, uk s¡ dane równaniami

(2.6), (2.8), (2.9), oraz dokonali±my podstawienia:

 tα,Lke
−iϕ/4

tα,Rke
+iϕ/4

 =

 tLk

tRk

 = tk

 e−iϕ/4

e+iϕ/4

 , (3.14)

gdzie amplituda tunelowania nie zale»y od α = 1, 2.

Zaproponowany model nie uwzgl¦dnia bezpo±redniego tunelowania pomi¦dzy elektro-

dami z pomini¦ciem kropek kwantowych. Wynika to z faktu braku obserwacji wystepuj¡cej

w takim przypadku charakterystycznej asymetrii piku przewodnictwa w ukªadach ekspe-

rymentalnych [60, 8, 9, 10, 11], oraz wykazanym eksperymentalnie zerowym pr¡dzie dla

zª¡cza Josephsona z pojedyncz¡ kropk¡ kwantow¡ w przypadku gdy poziom energetyczny

kropki kwantowej znajduje si¦ w poªo»eniu poza rezonansowym [61, 62].

3.4. Niezale»ny od czasu, niezdegenerowany rachunek zaburze«

U»yt¡ do oblicze« metod¡ jest niezale»ny od czasu, niezdegenerowany rachunek zabu-

rze«. Jest to metoda przybli»ona, która znajduje zastosowanie w sytuacji, gdy znane jest

rozwi¡zanie dla hamiltonianu H0, a chcemy wyznaczy¢ rozwi¡zanie dla H = H0 +V , gdzie

V jest maªe w porównaniu z H0. Operator H0 nazywa si¦ hamiltonianem niezaburzonym,

a operator V hamiltonianem zaburzaj¡cym lub zaburzeniem [63, 64]. Dla omawianego

ukªadu:

H0 = HBCS +HDQD , (3.15)

V = HT . (3.16)
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Zakªadamy, »e ka»demu wektorowi wªasnemu
∣∣∣E(0)

n

〉
≡
∣∣∣n(0)

〉
operatora H0 odpowiadaj¡-

cemu warto±ci wªasnej E(0)
n mo»na przyporz¡dkowa¢ wektor wªasny |n〉 operatora H od-

powiadaj¡cy warto±ci wªasnej En [63]. Wektory oraz warto±ci wªasne operatora H mo»na

przedstawi¢ w postaci szeregów perturbacyjnych:

|n〉 =
∣∣∣n(0)

〉
+
∣∣∣n(1)

〉
+
∣∣∣n(2)

〉
+ ... , (3.17)

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + ... , (3.18)

gdzie indeks górny i oznacza rz¡d wyrazu, gdy» jest on proporcjonalny do elementu ma-

cierzowego V w pot¦dze i. Wraz ze wzrostem rz¦du powinni±my otrzymywa¢ wyrazy coraz

mniejsze, czyli w tym znaczeniu V jest maªym zaburzeniem.

Wyrazy szeregów (3.17) i (3.18) otrzymujemy wychodz¡c z zagadnienia wªasnego:

H |n〉 = En |n〉 . (3.19)

W rezultacie otrzymujemy [64]:

E(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣V ∣∣∣n(0)
〉
, (3.20)

E(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣V ∣∣∣n(1)
〉

=
〈
n(0)

∣∣∣V 1− Pn
E

(0)
n −H0

V
∣∣∣n(0)

〉
, (3.21)

E(3)
n =

〈
n(0)

∣∣∣V ∣∣∣n(2)
〉

=
〈
n(0)

∣∣∣V 1− Pn
E

(0)
n −H0

(
V − E(1)

n

) ∣∣∣n(1)
〉
, (3.22)

E(4)
n =

〈
n(0)

∣∣∣V ∣∣∣n(3)
〉

=
〈
n(0)

∣∣∣V 1− Pn
E

(0)
n −H0

(
V − E(1)

n

) ∣∣∣n(2)
〉

−
〈
n(0)

∣∣∣V 1− Pn
E

(0)
n −H0

E(2)
n

∣∣∣n(1)
〉
, (3.23)

oraz ∣∣∣n(1)
〉

=
1− Pn

E
(0)
n −H0

V
∣∣∣n(0)

〉
, (3.24)

∣∣∣n(2)
〉

=
1− Pn

E
(0)
n −H0

(
V − E(1)

n

) ∣∣∣n(1)
〉
, (3.25)

∣∣∣n(3)
〉

=
1− Pn

E
(0)
n −H0

(
V − E(1)

n

) ∣∣∣n(2)
〉
− 1− Pn
E

(0)
n −H0

E(2)
n

∣∣∣n(1)
〉
, (3.26)
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gdzie:
1− Pn

E
(0)
n −H0

=
∑
m 6=n

1

E
(0)
n − E(0)

m

∣∣∣m(0)
〉 〈
m(0)

∣∣∣ . (3.27)

3.5. Pr¡d Josephsona

Operator pr¡du Josephsona obliczamy z de�nicji jako zmian¦ w czasie liczby cz¡stek

po obu stronach zª¡cza:

IJ = e
ṄL − ṄR

2
, (3.28)

gdzie:

Ṅl =
i

h̄

[
H,
∑
k

nlk

]
. (3.29)

Wstawiaj¡c hamiltonian ukªadu do wyra»enia (3.29) a nast¦pnie korzystaj¡c z (3.28)

otrzymujemy:

IJ =
2e

h̄

∑
kσ

(
∂t∗Lk
∂ϕ

d†1σc1kσ −
∂t∗Rk

∂ϕ
d†1σc2kσ +

∂t∗Lk
∂ϕ

d†2σc1kσ −
∂t∗Rk

∂ϕ
d†2σc2kσ − h.c.

)

=
2e

h̄

∂H

∂ϕ
. (3.30)

Mo»na pokaza¢, »e dla warto±ci wªasnych H wyrazy rz¦du pierwszego (3.20) i trze-

ciego (3.22) s¡ równe zero, poniewa» w wyniku procesów tych rz¦dów ukªad pozostaje

w stanie wzbudzonym, czyli energia ukªadu nie zostaje zachowana. Wyraz rz¦du dru-

giego (3.21) przyjmuje warto±¢ ró»n¡ od zera, ale otrzymany wynik jest niezale»ny od

ró»nicy faz parametru porz¡dku po obu stronach zª¡cza, zatem procesy rz¦du drugiego

nie b¦d¡ dawaªy wkªadu do pr¡du Josephsona. Warto±¢ niezerow¡, zale»n¡ od faz para-

metru porz¡dku, otrzymujemy dla wyrazu rz¦du czwartego (3.23), który mo»emy zapisa¢

w postaci:

E(4)
gs = 〈gs|V 1− Pn

E
(0)
gs −H0

V
1− Pn

E
(0)
gs −H0

V
1− Pn

E
(0)
gs −H0

V |gs〉

− 〈gs|V 1− Pn
E

(0)
gs −H0

V |gs〉 〈gs|V
(

1− Pn
E

(0)
gs −H0

)2

V |gs〉 , (3.31)

gdzie przez |gs〉 oznaczono stan podstawowy ukªadu i dokonano podstawienia:

∣∣∣n(0)
〉

= |gs〉 . (3.32)



3.5. Pr¡d Josephsona 51

Drug¡ cz¦±¢ wyra»enia (3.31) mo»emy zaniedba¢, poniewa» podobnie jak E(2)
gs , nie jest za-

le»na od ró»nicy faz parametru porz¡dku. Wobec tego warto±¢ oczekiwana pr¡du wynosi:

〈IJ〉 =
2e

h̄

∂E(4)
gs

∂ϕ
=

2e

h̄

∂

∂ϕ
〈gs|V 1− Pgs

E(0) −H0

V
1− Pgs
E(0) −H0

V
1− Pgs
E(0) −H0

V |gs〉 = IC sin (ϕ) .

(3.33)

Pojedynczy wkªad do E(4)
gs zale»ny jest od czynnika fazowego ∝ e(iϕ) lub ∝ e(−iϕ). Suma

dwóch wkªadów wzajemnie sprz¦»onych pozostawia zale»no±¢ od ró»nicy faz parametru

porz¡dku w postaci ∝ cos(ϕ), co po obliczeniu pochodnej wzgl¦dem ϕ daje zale»no±¢

przedstawion¡ w równaniu (3.33).

Stan podstawowy ukªadu jest zªo»eniem stanu podstawowego BCS elektrod lewej i pra-

wej oraz stanu podstawowego kropek kwantowych:

|gs〉 = |BCS〉L ⊗ |gs〉DQD ⊗ |BCS〉R . (3.34)

W niniejszej pracy rozpatrzone zostan¡ nast¦puj¡ce stany podstawowe kropek kwanto-

wych:

1. Obsadzenie kropek kwantowych par¡ elektronów w stanie singletowym |S〉DQD.

2. Puste kropki kwantowe |0〉DQD.

3. Obsadzenie podwójnej kropki kwantowej par¡ elektronów w spinowym stanie tryple-

towym |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD i |T 〉DQD.

Dla U → ∞ oraz td � |εd| energie poszczególnych stanów kropek kwantowych, które

mo»na otrzyma¢ dokonuj¡c diagonalizacji hamiltonianu, przedstawione s¡ na Rysunku 3.3,

gdzie J okre±la oddziaªywania wymiany mi¦dzy elektronami na kropkach kwantowych. Na

warto±¢ J skªadaj¡ si¦ oddziaªywania bezpo±rednio pomi¦dzy kropkami kwantowymi, jak

równie» oddziaªywania zachodz¡ce przy udziale elektrod nadprzewodz¡cych.

3.5.1. Stan podstawowy |S〉DQD

Podstawiaj¡c posta¢ V (3.13) do wyra»enia na pr¡d Josephsona (3.33) otrzymujemy

324, czyli 1 048 576 kombinacji dla ka»dego stanu podstawowego. Liczb¦ kombinacji mo-

»emy ograniczy¢ je»eli odrzucimy procesy, w których energia caªkowita nie zostaje zacho-

wana, które nie zale»¡ od ró»nicy faz ϕ parametru porz¡dku, oraz procesy, które wymagaj¡

podwójnego obsadzenia pojedynczej kropki kwantowej (U →∞). W rezultacie dla single-

towego stanu podstawowego podwójnej kropki kwantowej otrzymujemy 256 dozwolonych

kombinacji, które zostaªy obliczone. W celu zwi¦kszenia przyst¦pno±ci pracy, w tej cz¦±ci
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Stan podwójnej kropki kwantowej Energia

|S〉DQD = 1√
2

(
d†2↑d

†
1↓ − d

†
2↓d
†
1↑

)
|0〉DQD 2εd − J

|↑↑〉DQD = d†2↑d
†
1↑ |0〉DQD 2εd

|T 〉DQD = 1√
2

(
d†2↑d

†
1↓ + d†2↓d

†
1↑

)
|0〉DQD 2εd

|↓↓〉DQD = d†2↓d
†
1↓ |0〉DQD 2εd

|e;σ〉DQD = d†eσ |0〉DQD = 1√
2

(
d†1σ + d†2σ

)
|0〉DQD εd − td

|o;σ〉DQD = d†oσ |0〉DQD = i√
2

(
d†1σ − d

†
2σ

)
|0〉DQD εd + td

|0〉DQD 0

Rysunek 3.3. Mo»liwe stany i odpowiadaj¡ce im energie podwójnej kropki kwantowej. Pierw-
sze dwie cz¦±ci tabeli przedstawiaj¡ mo»liwe stany dla przypadku obsadzenia podwójnej kropki
kwantowej dwoma elektronami. Trzecia cz¦±¢ przedstawia stany dla przypadku, w którym na
podwójnej kropce kwantowej znajduje si¦ pojedynczy elektron. Ostatnia cz¦±¢ tabeli odpowiada

nieobsadzonym kropkom kwantowym.

rozprawy zostan¡ przedstawione jedynie wyniki dla procesów, w których niedozwolone

jest tunelowanie elektronów pomi¦dzy kropkami kwantowymi (uproszczenie td → 0), co

pozostawia 56 mo»liwo±ci dla stanu singletowego. Wyniki dla td > 0 zostaªy przedstawione

w Dodatku A.

Rozpatrujemy ukªad w którym:

1. U → ∞ - niedozwolone jest jednoczesne przebywanie dwóch elektronów na jednej

kropce kwantowej,

2. εd < 0 - singletowy stan podstawowy kropek kwantowych |S〉DQD,

3. kBT � J , T → 0 - stan podstawowy kropek kwantowych nie mo»e zosta¢ wzbudzony

termicznie do stanu trypletowego |T 〉DQD,

4. ∆� kBT - w stanie podstawowym brak wzbudzonych kwazicz¡stek,

5. ∆� kBTK - zaniedbywalny efekt Kondo [59].

Jako przykªad zostanie przedstawiony jeden z 56 procesów daj¡cy wkªad do pr¡du

Josephsona:

δE
(4)
|S〉 = 〈S|

∑
k(1)

t∗Lk(1)uk(1)d
†
1↑γLk(1)↑

1− Pgs
E(0) −H0

∑
k(2)

t∗Lk(2)vk(2)d
†
2↓γ
†
Lk(2)↑

1− Pgs
E(0) −H0

×
∑
k(3)

tRk(3)vk(3)γRk(3)↑d2↓
1− Pgs
E(0) −H0

∑
k(4)

tRk(4)uk(4)γ
†
Rk(4)↑d1↑ |S〉 . (3.35)

Odpowiadaj¡cy mu proces pokazany jest na Rysunku 3.4. Lewa cz¦±¢ rysunku przedstawia



3.5. Pr¡d Josephsona 53

schemat poziomów energetycznych zª¡cza. Poziomy energetyczne kropki kwantowych QD1

i QD2 narysowane s¡ obok siebie, jednak kropki kwantowe s¡ poª¡czone równolegle, tak

jak jest to przedstawione na prawej cz¦±ci rysunku. Prawa cz¦±¢ rysunku schematycznie

pokazuje poªo»enie elektronów w poszczególnych etapach tunelowania pary Coopera przez

zª¡cze Josephsona, które w tym przypadku odbywa si¦ w nast¦puj¡cy sposób:

1. Kropki kwantowe obsadzone s¡ przez par¦ elektronów w stanie |S〉DQD, na lewej elek-

trodzie znajduje si¦ para Coopera (Rysunek 3.4(a)).

2. Przedstawiona kombinacja operatorów narzuca tunelowanie elektronu o spinie w gór¦

z kropki kwantowej oznaczonej numerem 1 do prawej elektrody nadprzewodz¡cej.

W elektrodzie nadprzewodz¡cej nast¦puje kreacja wzbudzonej kwazicz¡stki (Rysu-

nek 3.4(b)).

3. Elektron o spinie w dóª tuneluje z kropki kwantowej oznaczonej numerem 2 do pra-

wej elektrody nadprzewodz¡cej. W elektrodzie nadprzewodz¡cej nast¦puje anihilacja

wzbudzonej w poprzednim procesie kwazicz¡stki i utworzenie pary Coopera (Rysu-

nek 3.4(c)).

4. W lewej elektrodzie nadprzewodz¡cej nast¦puje rozerwanie pary Coopera. Elektron

o spinie w dóª tuneluje do kropki kwantowej oznaczonej numerem 2. Na lewej elektro-

dzie zostaje wzbudzona kwazicz¡stka (Rysunek 3.4(d)).

5. Nast¦puje anihilacja kwazicz¡stki i kreacja elektronu ze spinem w gór¦ na kropce

kwantowej oznaczonej numerem 1. Na kropkach kwantowych znajduje si¦ teraz para

elektronów w stanie dwucz¡stkowym |S〉DQD − |T 〉DQD. Para Coopera przetunelowaªa

z lewej na praw¡ stron¦ zª¡cza (Rysunek 3.4(e)).

6. W procesie symetrycznym ze wzgl¦du na spiny elektronów stan ko«cowy kropek kwan-

towych ma posta¢ |S〉DQD + |T 〉DQD. Suma obu procesów ustala stan ko«cowy kropek

kwantowych w postaci stanu singletowego |S〉DQD.

Do obliczenia przedstawionego wkªadu do pr¡du Josephsona (3.35) korzystamy z na-

st¦puj¡cych dziaªa« operatorów na stany kropek kwantowych:

d1↑ |S〉DQD =
1

2

(
|e; ↓〉DQD + i |o; ↓〉DQD

)
, (3.36)

d2↓ |e; ↓〉DQD =
1√
2
|0〉 , (3.37)

d2↓ |o; ↓〉DQD = − i√
2
|0〉 , (3.38)
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Rysunek 3.4. Schemat przykªadowego procesu tunelowania pary Coopera przez zª¡cze Joseph-
sona dla kropek kwantowych obsadzonych w stanie podstawowym par¡ elektronów w stanie
singletowym |S〉DQD. Dla uproszczenia stan singletowy zostaª przedstawiony w postaci dwóch
elektronów o przeciwnych spinach. Po lewej stronie rysunku pokazany zostaª schemat pozio-
mów energetycznych ukªadu. Poziomy energetyczne kropek kwantowych εd1 i εd2 narysowane
s¡ obok siebie, ale nie jest to równowa»ne szeregowemu poª¡czeniu kropek. Po prawej stronie
rysunku pokazano schematycznie poªo»enie elektronów w ukªadzie. a) Stan pocz¡tkowy - para
Coopera znajduje si¦ po lewej stronie zª¡cza, kropki kwantowe obsadzone s¡ par¡ elektronów
w stanie singletowym. b) Elektron z pierwszej kropki kwantowej tuneluje do prawej elektrody
nadprzewodz¡cej, nast¦puje wzbudzenie kwazicz¡stki. c) Elektron z drugiej kropki kwantowej
tuneluje do elektrody. Nast¦puje anihilacja wzbudzonej kwazicz¡stki i utworzenie pary Coopera.
d) Nast¦puje rozerwanie pary Coopera na lewej elektrodzie. Na elektrodzie zostaje wzbudzona
kwazicz¡stka. Jeden z elektronów z pary tuneluje na drug¡ kropk¦ kwantow¡. e) Nast¦puje anihi-
lacja kwazicz¡stki i tunelowanie elektronu z lewej elektrody na pierwsz¡ kropk¦ kwantow¡. Ustala
si¦ stan ko«cowy, z par¡ Coopera, która przetunelowaªa przez zª¡cze i par¡ elektronów w stanie

singletowym na kropkach kwantowych.



3.5. Pr¡d Josephsona 55

d†2↓ |0〉 =

√
2

2

(
|e; ↓〉DQD + i |o; ↓〉DQD

)
, (3.39)

d†1↑ |e; ↓〉DQD =
1

2

(
|S〉DQD − |T 〉DQD

)
, (3.40)

d†1↑ |o; ↓〉DQD = − i
2

(
|S〉DQD − |T 〉DQD

)
. (3.41)

W rezultacie otrzymujemy wkªad do pr¡du Josephsona, który po uwzgl¦dnieniu procesu

symetrycznego do przedstawionego w równaniu (3.35) ze wzgl¦du na zmian¦ kierunku

spinów elektronów, oraz procesów do nich sprz¦»onych (procesy o takim samym przebiegu,

ale w przeciwnym kierunku - z elektrody prawej na lew¡), który wynosi:

δIJ |S〉 = −2 sinϕ
∑
kq

t2kt
2
qukvkuqvq

1

εd − Ek

1

εd − Eq

1

εd
. (3.42)

Podobnie post¦pujemy dla pozostaªych 54 dozwolonych procesów tunelowania.

Korzystaj¡c z symetrii ukªadu (nierozró»nialne kropki kwantowe, symetria spinów elek-

tronów, przeciwny kierunek tunelowania), dozwolone procesy tunelowania pokazano na

Rysunku 3.5. Numerami od 1 do 4 zostaªa oznaczona kolejno±¢ tunelowania elektronów.

Kolory strzaªek, czerwony i niebieski, odpowiadaj¡ tunelowaniu odpowiednio elektronów

ze spinem w gór¦ i spinem w dóª. Grupa procesów powy»ej przerywanej linii daje najwi¦k-

szy wkªad do pr¡du Josephsona, gdy poziomy energetyczne kropek kwantowych zbli»one

s¡ do rezonansu (|εd/∆| � 1). S¡ to procesy w których stanem po±rednim jest stan pustych

kropek kwantowych i w których w caªym procesie tunelowania pary Coopera z jednej na

drug¡ stron¦ zª¡cza, w danym etapie procesu, wzbudzona zostaje tylko pojedyncza kwazi-

cz¡stka. Pr¡d pochodz¡cy od tych procesów proporcjonalny jest do ∝ 1/|εd| i powstaje wy-

ª¡cznie przy udziale procesów rozdzielaj¡cych par¦ Coopera. Dla poziomów kropek kwan-

towych oddalonych od rezonansu, |εd/∆| � 1, dominuj¡ce s¡ procesy charakteryzuj¡ce si¦

przej±ciem po±rednim przez stan b¦d¡cy superpozycj¡ stanu singletowego i trypletowego

niemagnetycznego, lub który± ze stanów trypletowych magnetycznych. W tych procesach

mamy do czynienia z jednoczesnym wzbudzeniem dwóch kwazicz¡stek po obu stronach

zª¡cza zarówno w przypadku gdy para Coopera tuneluje w sposób rozdzielony, jak i nieroz-

dzielony, a pr¡d Josephsona b¦d¡cy wynikiem obu rodzajów procesów jest proporcjonalny

do ∝ 1/(Ek +Eq). Uwzgl¦dniaj¡c wkªady do pr¡du Josephsona od wszystkich procesów,

na podstawie równania (3.33) oraz zast¦puj¡c sumowanie po wektorze k caªk¡ po energii,

otrzymujemy wyra»enie na pr¡d Josephsona IJ , który jest sum¡ pr¡du �rozdzielonego�

ISPL i �nierozdzielonego� IUNSPL, IJ = ISPL + IUNSPL. Zakªadaj¡c przybli»enie J � εd
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Rysunek 3.5. Procesy tunelowania dla singletowego stanu podstawowego podwójnej kropki kwan-
towej. Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego
(|εd/∆| � 1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem rezonanso-
wym (|εd/∆| � 1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których kolejno±¢
oznaczona jest liczbami 1-4. Cz¦±¢ a) przedstawia procesy rozdzielaj¡ce par¦ Coopera, które
dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego poziomów energetycznych kropek kwantowych.
Podczas przebiegu tych procesów nie mamy jednoczesnego wzbudzenia wi¦cej ni» jednej kwa-
zicz¡stki. b) W pobli»u rezonansu procesy nierozdzielone daj¡ niewielki wkªad. Procesy c) i d)
daj¡ najwi¦kszy wkªad poza poªo»eniem rezonansowym. W procesach tych mamy do czynienia

z wzbudzeniem dwóch kwazicz¡stek w stanie po±rednim.

skªadowe pr¡du Josephsona mo»na zapisa¢ w postaci:

ISPL =
2e

h̄
8 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

1

εd − Eq

1

εd − Ek

(
1

Ek + Eq

− 1

εd

)
,

(3.43)
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IUNSPL = −2e

h̄
4 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

1

εd − Eq

1

εd − Ek

1

Ek + Eq

, (3.44)

gdzie NL, NR oznaczaj¡ g¦sto±ci stanów na lewej i prawej elektrodzie. W pobli»u poªo-

»enia rezonansowego, dla |εd| → 0, dominuj¡cy wkªad do pr¡du Josephsona IJ pochodzi

od procesów rozdzielonych ISPL i jest on proporcjonalny do 1/|εd|. Poza poªo»eniem rezo-

nansowym wkªady od pr¡dów �rozdzielonych� i �nierozdzielonych� zaczynaj¡ by¢ porów-

nywalne. W równaniu (3.44) pojawia si¦ znak ujemny dla pr¡du Josephsona, co mo»na

zinterpretowa¢ jako przesuni¦cie w fazie o π, korzystaj¡c z równania:

IJ = −|IC | sinϕ = |IC | sin(ϕ+ π) . (3.45)

Zatem poza poªo»eniem rezonansowym pr¡d Josephsona IJ skªada si¦ z dwóch porówny-

walnych cz¦±ci ró»ni¡cych si¦ zale»no±ci¡ fazow¡ o π.

3.5.2. Stan podstawowy |0〉DQD

Metoda obliczenia pr¡du Josephsona dla stanu |0〉DQD jest podobna, jak dla stanu sin-

gletowego. Dozwolona liczba procesów jest równa 192, po uwzgl¦dnieniu warunku td → 0

otrzymujemy 32 kombinacje. Dla stanu podstawowego pustych kropek |0〉DQD energie

poziomów energetycznych kropek kwantowych speªniaj¡ warunek εd > 0. Uwzgl¦dniaj¡c

poprzednio wymienione symetrie ukªadu, dozwolone procesy tunelowania zostaªy przed-

stawione na Rysunku 3.6. Blisko warunku rezonansu, |εd/∆| � 1, dominuj¡ procesy

dla których stan po±redni procesu tunelowania jest stanem singletowym, oraz podobnie

jak to miaªo miejsce dla |S〉DQD, nie ma jednoczesnego wzbudzenia dwóch kwazicz¡stek.

Dla procesów oddalonych od rezonansu, |εd/∆| � 1, stanem po±rednim jest stan pusty

z podwójnym wzbudzeniem kwazicz¡stek.

Pr¡d Josephsona dla stanu podstawowego |0〉DQD wynosi:

ISPL =
2e

h̄
8 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

1

Eq + εd

1

Ek + εd

(
1

Ek + Eq

+
1

εd

)
,

(3.46)

IUNSPL =
2e

h̄
8 sinϕt2kt

2
qNLNR
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dεL
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dεRukvkuqvq

1

Eq + εd

1

Ek + εd

1

Ek + Eq

. (3.47)

Istotn¡ ró»nic¡ w pr¡dzie Josephsona dla stanów |S〉DQD i |0〉DQD jest zmiana znaku IC dla

pr¡dów nierozdzielonych [58]. Mo»emy to przeanalizowa¢ traktuj¡c pr¡d nierozdzielony

w ukªadzie z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡ jako pr¡d Josephsona pªyn¡cy przez zª¡cze

Josephsona z pojedyncz¡ kropk¡ kwantow¡.
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Rysunek 3.6. Procesy tunelowania dla nieobsadzonych kropek kwantowych w stanie podstawo-
wym. Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego
(|εd/∆| � 1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem rezonanso-
wym (|εd/∆| � 1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których kolejno±¢
oznaczona jest liczbami 1-4. Cz¦±¢ a) przedstawia procesy rozdzielaj¡ce par¦ Coopera, które
dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego poziomów energetycznych kropek kwantowych.
Podczas przebiegu tych procesów nie mamy jednoczesnego wzbudzenia wi¦cej ni» jednej kwa-
zicz¡stki. b) W pobli»u rezonansu procesy nierozdzielone daj¡ niewielki wkªad. Procesy c) i d)
daj¡ najwi¦kszy wkªad poza poªo»eniem rezonansowym. W procesach tych mamy do czynienia

z wzbudzeniem dwóch kwazicz¡stek w stanie po±rednim.

Dla nieobsadzonej kropki kwantowej otrzymujemy wyra»enie na pr¡d Josephsona zgodne

z równaniem (3.1), czyli pr¡d o dodatniej warto±ci pr¡du krytycznego:

IJ = IC sinϕ , (3.48)

Je»eli zª¡cze Josephsona jest sterowane pr¡dem I (current bias), to zª¡cze zareaguje

zmian¡ fazy ϕ = arc sin(I/IC). Poniewa» zale»no±¢ fazowa jest periodyczna, z okresem

2π, mo»emy w dalszej analizie ograniczy¢ si¦ do zakresu 0 ≤ ϕ < 2π. Kiedy przez zª¡cze

nie pªynie pr¡d (I = 0), zª¡cze jest w stanie podstawowym i ró»nica faz po obu stronach
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zª¡cza jest równa ϕ = 0. Ró»nica faz mo»e wynosi¢ ϕ = π i równie» przez zª¡cze nie

b¦dzie pªyn¡ª pr¡d. Okazuje si¦, »e stan o ϕ = π jest niestabilny i odpowiada maksimum

energii Josephsona, a stan o ϕ = 0 odpowiada minimum energii Josephsona i jest stanem

podstawowym. Energia Josephsona jest to energia potencjalna zgromadzona na zª¡czu

Josephsona podczas przepªywu pr¡du nadprzewodz¡cego przez zª¡cze. Zª¡cze o stanie

podstawowym ϕ = 0 nazywane jest zª¡czem Josephsona typu 0.

Dla zª¡cza Josephsona z pojedyncz¡ kropk¡ kwantow¡, w przypadku obsadzenia w sta-

nie podstawowym kropki kwantowej pojedynczym elektronem, otrzymujemy pr¡d Jose-

phsona zgodny z równaniem (3.45), czyli pr¡d o ujemnej warto±ci pr¡du krytycznego:

IJ = −|IC | sinϕ = |IC | sin(ϕ+ π) . (3.49)

W przypadku, gdy pr¡d przyªo»ony do zª¡cza I = 0, w stanie podstawowym zª¡cza otrzy-

mujemy ϕ = π, co odpowiada minimum energii Josephsona, podczas gdy konwencjonalny

stan ϕ = 0 jest niestabilny i odpowiada maksimum energii Josephsona. Zª¡cze o stanie

podstawowym ϕ = π nazywane jest zª¡czem Josephsona typu π. Zatem w zale»no±ci

od stanu podstawowego kropki kwantowej mo»emy zmienia¢ rodzaj zª¡cza Josephsona

pomi¦dzy zª¡czem typu 0, a zª¡czem typu π.

3.5.3. Stan podstawowy |↑↑〉DQD (lub |↓↓〉DQD)

Ostatnim analizowanym stanem podstawowym podwójnej kropki kwantowej jest stan

trypletowy magnetyczny |↑↑〉DQD (lub |↓↓〉DQD), który mo»e zosta¢ uzyskany poprzez

przyªo»enie zewn¦trznego pola magnetycznego. Dla tego stanu podstawowego energia po-

ziomów energetycznych kropek kwantowych εd < 0, liczba dozwolonych kombinacji wynosi

32, a po zastosowaniu przybli»enia td → 0 dozwolone s¡ tylko 4 procesy, które zostaªy

schematycznie przedstawione na Rysunku 3.7.

W analizowanym ukªadzie niemo»liwy jest przepªyw pary Coopera w sposób rozdzie-

lony w procesie czwartego rz¦du. Caªkowity pr¡d Josephsona dla stanu trypletowego

|↑↑〉DQD jest równy pr¡dowi nierozdzielonemu dla stanu |S〉DQD wyra»onemu równa-

niem (3.44):

IJ = IUNSPL = −2e

h̄
4 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

1

εd − Eq

1

εd − Ek

1

Ek + Eq

.

(3.50)

Poniewa» otrzymana warto±¢ IC < 0, dla stanu |↑↑〉DQD otrzymujemy zª¡cze Jospehsona
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Rysunek 3.7. Procesy tunelowania dla trypletowego stanu podstawowego kropek kwantowych.
Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego (|εd/∆| �
1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem rezonansowym (|εd/∆| �
1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których kolejno±¢ oznaczona jest
liczbami 1-4. W ukªadzie nast¦puje blokada rozdzielania par Coopera zarówno w pobli»u rezo-
nansu (a) jak i poza poªo»eniem poªo»eniem rezonansowym (c). W procesach IV rz¦du dozwo-
lone s¡ jedynie te, w których para Coopera tuneluje przez pojedyncz¡ kropk¦ kwantow¡, a stan
po±redni procesu tunelowania wi¡»e si¦ z wzbudzeniem dwóch kwazicz¡stek. Proces ten daje
najwi¦kszy wkªad poza poªo»eniem rezonansowym (d), a w pobli»u rezonansu wkªad ten jest

niewielki (b).

typu π. Mo»na pokaza¢, »e podobny wynik otrzymamy dla stanu podstawowego podwój-

nej kropki kwantowej |T 〉DQD, gdzie wkªad od procesów rozdzielaj¡cych pary Coopera

znosi si¦ do zera i niezerowy wkªad do pr¡du Josephsona otrzymujemy tylko z procesów,

w których tunelowanie elektronów odbywa si¦ w sposób nierozdzielony, przez jedn¡ kropk¦

kwantow¡.

3.6. Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera

Na podstawie otrzymanych wyra»e« na pr¡d Josephsona, (3.43), (3.44), (3.46) - (3.50)

mo»emy obliczy¢ sprawno±¢ rozdzielania par Coopera, któr¡ de�niujemy jako stosunek

pr¡du rozdzielonego do caªkowitego pr¡du pªyn¡cego w ukªadzie:

Eff. =
ISPL

ISPL + |IUNSPL|
=

1

1 + |IUNSPL|
ISPL

. (3.51)
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Ze wzgl¦du na blokad¦ pr¡du rozdzielonego w stanie podstawowym |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD
i |T 〉DQD sprawno±¢ rozdzielania par Coopera wynosi 0, w caªym dozwolonym zakre-

sie energii poziomów kropek kwantowych. Zarówno dla stanu |S〉DQD, jak i dla |0〉DQD
sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w pobli»u rezonansu (|εd/∆| � 1) wynosi [65]:

Eff.|S〉 = Eff.|0〉 = 1 , (3.52)

gdy» dla |εd| → 0 dominuj¡cy staje si¦ wkªad do pr¡du pochodz¡cy od procesów rozdzie-

laj¡cych pary Coopera, które s¡ korzystniejsze energetycznie ze wzgl¦du na wzbudzanie

pojedynczej kwazicz¡stki w procesie tunelowania pary Coopera. W miar¦ oddalania si¦ od

rezonansu (|εd/∆| � 1), sprawno±¢ rozdzielania dla stanu |S〉DQD d¡»y do warto±ci [65]:

Eff.|S〉 =
1

1 + 1
2

=
2

3
, (3.53)

a dla stanu |0〉DQD d¡»y do warto±ci:

Eff.|0〉 =
1

1 + 1
1

=
1

2
, (3.54)

i zwi¡zana jest z procesami, w których w stanach po±rednich mamy wzbudzenie dwóch

kwazicz¡stek. Zale»no±¢ sprawno±ci rozdzielania od εd/∆ zostaªa przedstawiona na Ry-

sunku 3.8.

3.7. Podsumowanie

W rozdziale przeanalizowano pr¡d Josephsona pªyn¡cy w ukªadzie podwójnej kropki

kwantowej sprz¦»onej z dwoma elektrodami nadprzewodz¡cymi. Do obliczenia pr¡du wy-

korzystano niezdegenerowany, niezale»ny od czasu rachunek zaburze« IV rz¦du. W wy-

niku przeprowadzonych oblicze« otrzymano wyra»enia opisuj¡ce pr¡d Josephsona pªyn¡cy

przez ukªad w sposób rozdzielony i nierozdzielony, dla nast¦puj¡cych stanów podsta-

wowych kropek kwantowych: singletowego |S〉DQD, nieobsadzonych kropek kwantowych

|0〉DQD oraz stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD i |T 〉DQD. Przedstawiono ró»ne ro-

dzaje procesów odpowiadaj¡cych za transport elektronów przez zª¡cze. Na podstawie

otrzymanych wyra»e« na pr¡d Josephsona okre±lono sprawno±¢ rozdzielania par Coopera

w ukªadzie. Pokazano, »e odsuni¦cie poziomów energetycznych kropek kwantowych poza

poªo»enie rezonansowe pozwala na uzyskanie skorelowanego przepªywu par elektronów
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Rysunek 3.8. Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej sprz¦-
»onej z dwoma elektrodami nadprzewodz¡cymi, w funkcji energii poziomów energetycznych kro-
pek kwantowych, dla mo»liwych stanów |S〉DQD, |0〉DQD i |↑↑〉DQD (lub |↓↓〉DQD, |T 〉DQD).
W pobli»u rezonansowego poªo»enia poziomów kropek kwantowych sprawno±¢ rozdzielania par
Coopera wynosi 100% dla stanu singletowego |S〉DQD i pustego |0〉DQD. Poza poªo»eniem re-
zonansowym sprawno±¢ rozdzielania par Coopera d¡»y do 66,6% i 50% odpowiednio dla stanu
singletowego |S〉DQD i stanu nieobsadzonych kropek kwantowych |0〉DQD. Sprawno±¢ rozdzielania
par Coopera dla stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD, |T 〉DQD wynosi 0, w caªym dozwolonym

zakresie poªo»enia poziomów energetycznych kropek kwantowych.

przez zª¡cze Josephsona, przy jednoczesnym zachowaniu wysokiej sprawno±ci rozdziela-

nia par Coopera. Zarówno dla stanu singletowego |S〉DQD, jak i dla stanu nieobsadzonych

kropek kwantowych |0〉DQD sprawno±¢ rozdzielania par Coopera wynosi 100% w pobli»u

poªo»enia rezonansowego. Poza poªo»eniem rezonansowym sprawno±¢ rozdzielania par Co-

opera d¡»y do warto±ci 66,6% dla stanu singletowego oraz 50% dla stanu nieobsadzonych

kropek kwantowych. Dla stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD, |T 〉DQD niezerowy wkªad

do pr¡du otrzymujemy jedynie od procesów, w których para Coopera tuneluje w sposób

nierozdzielony, zatem sprawno±¢ rozdzielania par Coopera dla tych stanów podstawowych

wynosi zero. Dzi¦ki przej±ciu do zakresu wspóªtunelowania uªatwione zostaje wyodr¦bnia-

nie spl¡tanych par elektronów z nadprzewodnika. W zakresie sekwencyjnego tunelowania

sprawno±¢ rozdzielania par Coopera jest idealna, jednak»e nie mamy kontroli nad przepªy-

wem par elektronów. Przedstawione wyniki zakªadaj¡ temperatur¦ T → 0. Uwzgl¦dnienie

sko«czonej temperatury prowadziªoby do wzbudze« termicznych na kropkach kwanto-

wych - mo»liwe nieelastyczne przej±cia pomi¦dzy stanami singletowym i trypletowymi,
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oraz istotny byªby udziaª termicznie wzbudzonych kwazicz¡stek, których tunelowanie jest

procesem II rz¦du.





Rozdziaª 4

Lokalne i nielokalne efekty interferencyjne

w zª¡czu Josephsona

Odkryty w 1959 efekt Aharonova-Bohma [66] uwidacznia ró»nic¦ pomi¦dzy dynamik¡

klasyczn¡ a kwantow¡. W klasycznej �zyce naªadowana cz¡stka ulega wpªywowi pola

elektromagnetycznego tylko w obszarze, gdzie warto±¢ nat¦»enia pola elektrycznego lub

magnetycznego jest ró»na od zera. W mechanice kwantowej oprócz nat¦»enia pola elek-

tromagnetycznego istotny jest równie» jego potencjaª wektorowy A. W zale»no±ci od toru

ruchu wokóª strumienia cz¡stka do±wiadcza zmiany fazy funkcji falowej wynosz¡cej:

φAB =
q

h̄

∫
L

A · dx . (4.1)

Na podstawie obecnych w równaniach Maxwella symetrii pomi¦dzy polem elektrycznym

i magnetycznym, Aharonov i Casher [67] przewidzieli, »e cz¡stka posiadaj¡ca moment

magnetyczny µ, poruszaj¡ca si¦ wokóª linii strumienia ªadunkowego doznaje przesuni¦cia

fazowego zale»nego od nat¦»enia pola elektrycznego:

φAC =
1

h̄c2

∫
L

(E× µ) · dx . (4.2)

Efekt Aharonova-Cashera zostaª oryginalnie zaproponowany dla cz¡stki neutralnej pod

wzgl¦dem ªadunku, poniewa» pole elektryczne zmienia tor ruchu naªadowanej cz¡stki,

w tym samym znaczeniu, jak oryginalny efekt Aharonova-Bohma zakªadaj¡cy brak pola

magnetycznego w obszarze ruchu elektronu. Eksperyment interferencyjny Aharonova-Ca-

shera zostaª pokazany przez Cimmino i wspóªpracowników [68], gdzie zademonstrowano

interferencj¦ neutronów w p¦tli, gdzie do wytworzenia pola elektrycznego u»yto napi¦-

cia 45kV. Jednak»e w eksperymencie, precesj¦ spinu neutronu zmody�kowano jedynie

o 2.2mrad, ze wzgl¦du na sªabe oddziaªywanie spin-orbita w pró»ni. Mathur i Stone [69]

zaproponowali eksperyment dla elektronów w mezoskopowej p¦tli interferencyjnej wyko-
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nanej w dwuwymiarowym gazie elektronowym GaAs, w obecno±ci oddziaªywa« spin-orbita

Dresselhausa [70]. Obserwowany efekt byª tysi¡ce razy wi¦kszy, w porównaniu do poprzed-

niego eksperymentu, ze wzgl¦du na du»o wi¦ksze oddziaªywania spin-orbita w póªprze-

wodnikach, w porównaniu do pró»ni.

W literaturze mo»na znale¹¢ analiz¦ wpªywu efektów Aharonova-Bohma i Aharonova-

-Cashera na pr¡d Josephsona w ukªadach zª¡cz Josephsona z pier±cieniem póªprzewod-

nikowym z oddziaªywaniem spin-orbita Rashby [71, 72, 73] lub w ukªadach z kropk¡

kwantow¡ [74]. W niniejszym rozdziale przedstawiony zostanie odmienny wpªyw wymie-

nionych efektów na pr¡d Josephsona w przypadku, gdy pary Coopera tuneluj¡ przez ukªad

w sposób rozdzielony i nierozdzielony.

4.1. Oddziaªywanie spin-orbita Rashby

Podstaw¡ efektu Aharonova-Cashera jest oddziaªywanie pola elektrycznego z momen-

tem magnetycznym poprzez oddziaªywanie spin-orbita. Oddziaªywanie spin-orbita jest

relatywistycznym wpªywem na cz¡stk¦ obdarzon¡ spinem poruszaj¡c¡ si¦ z pr¦dko±ci¡

v przez pole elektryczne E. W ukªadzie odniesienia cz¡stki, nat¦»enie pola elektrycznego

mo»e by¢ przeksztaªcone w pole magnetyczne B prostopadªe do kierunku pola elektrycz-

nego oraz kierunku ruchu cz¡stki:

B = −v × E

c2
= −p× E

m0c2
, (4.3)

gdzie c oznacza pr¦dko±¢ ±wiatªa, m0 mas¦ elektronu, v pr¦dko±¢ elektronu. Podobnie

jak w przypadku efektu Zeemana, oddziaªywania spin-orbita dane jest poprzez iloczyn

skalarny momentu magnetycznego oraz pola magnetycznego, co mo»na zapisa¢:

HSO = −µBσ ·
(
p× E

2m0c2

)
, (4.4)

gdzie µB i σ oznaczaj¡ odpowiednio magneton Bohra i wektor macierzy Pauliego. Czynnik

1/2 pojawiaj¡cy si¦ w równaniu (4.4) wynika z efektów relatywistycznych. Oddziaªywanie

spin-orbita jest maªe i zaniedbywalne dla p¦du nierelatywistycznego p = h̄k � m0c.

Jednak»e jest ono bardzo wzmocnione w póªprzewodnikach z przerw¡ energetyczn¡.

Uwi¦zienie elektronów w dwuwymiarowym gazie elektronowym jest mo»liwe dzi¦ki

kwantowej studni potencjaªu. Przyªo»enie zewn¦trznego napi¦cia prostopadle do pªasz-

czyzny gazu elektronowego powoduje powstanie asymetrii studni potencjaªu, co w nast¦p-
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stwie prowadzi do zniesienia degeneracji (rozszczepienia) spinów. Efekt ten nazywany jest

oddziaªywaniem spin-orbita Rashby [75, 76]. Hamiltonian Rashby dla dwuwymiarowego

gazu elektronowego (w pªaszczy¹nie xz) w asymetrycznej studni potencjaªu ma posta¢:

HR =
αR
h̄

(σzkx − σxkz) , (4.5)

gdzie αR jest parametrem spin-orbita Rashby. Je»eli ruch elektronu ograniczymy do kie-

runku x, kz = 0, kx 6= 0, hamiltonian Rashby (4.5) przyjmie posta¢:

HR =
αR
h̄
σzkx . (4.6)

Oddziaªywanie spin-orbita Rashby powoduje, »e elektrony o polaryzacji +z i −z, o tej

samej energii, mog¡ mie¢ ró»ne wektory falowe. Efekt Rashby zmienia energi¦ elektronów

+z i −z odpowiednio:

E (+z) =
h̄2k2

x1

2m∗
− αkx1 , (4.7)

E (−z) =
h̄2k2

x2

2m∗
+ αkx2 . (4.8)

Konsekwencj¡ ró»nych wektorów falowych dla spinów +z i −z jest ró»na zale»no±¢ fazowa

dla poszczególnych spinów:

|+z〉 → eikx1L |+z〉 = eiφ+z |+z〉 , (4.9)

|−z〉 → eikx2L |−z〉 = eiφ−z |−z〉 , (4.10)

gdzie L oznacza dªugo±¢ kanaªu transportowego. Podstawiaj¡c:

1

2
(φ+z + φ−z) = φ0 , (4.11)

1

2
(φ+z − φ−z) = φ , (4.12)

mo»na pokaza¢, »e faza poruszaj¡cego si¦ elektronu zale»na jest od spinu:

|σ〉z → eiφ0eiσφ |σ〉z → eiσφ |σ〉z , (4.13)

gdzie wspólny czynnik fazowy eiφ0 mo»e zosta¢ pomini¦ty. Zatem oddziaªywanie spin-

-orbita Rashby powoduje, »e spin elektronu, poruszaj¡cy si¦ wzdªu» kierunku x, dla pola
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elektrycznego przyªo»onego wzdªu» kierunku y doznaje precesji wokóª kierunku z. Efekt

oddziaªywania Rashby mo»na porówna¢ do obrotu spinu wokóª osi z, b¦d¡cej kierunkiem

pewnego efektywnego pola magnetycznego.

Oddziaªywanie spin-orbita Rashby, ma du»e znaczenie w spintronice, ze wzgl¦du na

mo»liwo±¢ kontroli siªy tego oddziaªywania poprzez lokalne pole elektryczne uzyskiwane

przez przyªo»enie napi¦cia na bramce powy»ej dwuwymiarowego gazu elektronowego.

Przykªadem mo»e by¢ wykorzystanie oddziaªywa« spin-orbita Rashby do wytworzenia

tranzystora polowego, zaproponowanego przez S. Datta i B. Das [77].

4.2. Zª¡cze Josephsona z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡

Pierwszym rozpatrywanym ukªadem jest ukªad dwóch nadprzewodz¡cych elektrod po-

ª¡czonych z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡ za pomoc¡ drutów kwantowych [78, 79], w któ-

rych istnieje oddziaªywanie spin-orbita Rashby, w obecno±ci zewn¦trznego pola magne-

tycznego i elektrycznego (Rysunek 4.1). Ukªad ten ma form¦ zamkni¦tego pier±cienia,

o rozmiarze mniejszym ni» dªugo±¢ koherencji par Coopera, w którym mo»na spodzie-

wa¢ si¦ ró»nych efektów interferencyjnych. Efekty interferencyjne dla pr¡du Josephsona

w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej, wynikaj¡ce z obecno±ci strumienia magnetycz-

nego zostaªy ju» przeanalizowane przez Z. Wang i X. Hu. Przedstawion¡ w pracy [72]

analiz¦ uzupeªniamy o wpªyw oddziaªywania spin-orbita Rashby.

Hamiltonian elektrod oraz kropek kwantowych dany jest równaniami (3.12) i (3.3).

Zmieniony zostaje hamiltonian tunelowy, który efektywnie modeluje zmian¦ fazy funkcji

falowej elektronu pªyn¡cego przez druty kwantowe ª¡cz¡ce kropki kwantowe z elektrodami.

Hamiltonian skªada si¦ z dwóch cz¦±ci, HT = HT1 + HT2, odpowiadaj¡cych tunelowaniu

elektronów przez α = 1, 2 kropk¦ kwantow¡ [72, 80, 81]:

HT1 =
∑
kσ

ei(2πΦ/4Φ0)eiσφ1Lt∗Lkd
†
1σ ×

(
ukγLkσ + σvkγ

†
Lkσ̄

)
+
∑
kσ

ei(2πΦ/4Φ0)eiσφ1RtRk ×
(
ukγ

†
Rkσ + σvkγRkσ̄

)
d1σ + h.c. , (4.14)

HT2 =
∑
kσ

e−i(2πΦ/4Φ0)eiσφ2Lt∗Lkd
†
2σ ×

(
ukγLkσ + σvkγ

†
Lkσ̄

)
+
∑
kσ

e−i(2πΦ/4Φ0)eiσφ2RtRk ×
(
ukγ

†
Rkσ + σvkγRkσ̄

)
d2σ + h.c. , (4.15)

gdzie Φ jest strumieniem pola magnetycznego, Φ0 = h/e jest kwantem strumienia magne-
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tycznego, a σφαl oznacza zale»n¡ od spinu faz¦ wynikaj¡c¡ z efektu Rashby, któr¡ zyskuje

elektron poruszaj¡cy si¦ przez nanodrut ª¡cz¡cy elektrody z kropkami kwantowymi. Ponie-

wa» ukªad mo»e by¢ niesymetryczny (np. z powodu ró»nej dªugo±ci drutów kwantowych)

do czynników fazowych wprowadzono oznaczenia indeksami αL, αR odpowiadaj¡cymi

poszczególnym ramionom ukªadu.

Rysunek 4.1. Ukªad podwójnej kropki kwantowej w obecno±ci strumienia pola magnetycznego
Φ i pola elektrycznego. Kropki kwantowe poª¡czone s¡ z elektrodami nadprzewodz¡cymi drutami
kwantowymi z oddziaªywaniem spin-orbita Rashby. Przepªywaj¡ce przez nonodruty elektrony zy-
skuj¡ zale»n¡ od spinu faz¦ funkcji falowej eiσφαl , zwi¡zan¡ z precesj¡ spinu elektronu wynikaj¡c¡
z oddziaªywania spin-orbita, α = 1, 2 oznacza kropk¦ kwantow¡, αl = αL,αR oznacza nanodrut
ª¡cz¡cy kropk¦ kwantow¡ α z lew¡ lub praw¡ elektrod¡. Pary Coopera mog¡ tunelowa¢ przez

ukªad zarówno w sposób nierozdzielony, jak i rozdzielony.

Rozpatrzmy ukªad w stanie podstawowym |0〉DQD. Procedura obliczenia pr¡du Jose-

phsona jest taka sama jak dla przypadku bez pola magnetycznego i elektrycznego, liczba

dozwolonych procesów nie zmienia si¦. Dla uproszczenia analizy zakªadamy istnienie od-

dziaªywania spin-orbita tylko w jednym ramieniu ukªadu φ2L = φL i φ1L = φ1R = φ2R = 0.

W rezultacie przeprowadzonych oblicze« otrzymujemy wyra»enie na pr¡d Josephsona [82]:

IJ = IUNSPL cos
2πΦ

Φ0

+ ISPL cosφL, (4.16)

gdzie ISPL oraz IUNSPL dane s¡ odpowiednio równaniami (3.46) i (3.47). Równanie (4.16)

pokazuje, »e efekt strumienia pola magnetycznego Φ i oddziaªywania spin-orbita maj¡

wpªyw na ró»ne skªadowe pr¡du Josephsona, które zmieniaj¡ si¦ z funkcj¡ cosinus odpo-

wiedniej fazy. Przeanalizujmy tunelowanie pary Coopera przez kropk¦ kwantow¡ ozna-

czon¡ α = 2. Para Coopera skªada si¦ z dwóch elektronów o przeciwnych spinach w stanie

singletowym |S〉 = 1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉). Pojedynczy elektron tuneluj¡c przez kropk¦ kwan-



70 Rozdziaª 4. Lokalne i nielokalne efekty interferencyjne w zª¡czu Josephsona

tow¡ zyskuje faz¦ zale»n¡ od spinu równ¡ σφL:

|↑〉 → eiφL |↑〉 , (4.17)

|↓〉 → e−iφL |↓〉 . (4.18)

Zatem stan pary Coopera, tuneluj¡cej w sposób nierozdzielony przez kropk¦ kwantow¡ nr

2, nie ulegnie zmianie:

|S〉 → 1√
2

(
eiφLe−iφL |↑↓〉 − e−iφLeiφL |↓↑〉

)
=

1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉) = |S〉 , (4.19)

natomiast gdy para tuneluje w sposób rozdzielony czynnik fazowy pojawia si¦ tylko dla

jednego elektronu pªyn¡cego przez kropk¦ nr 2:

|S〉 → 1√
2

(
eiφL |↑↓〉 − e−iφL |↓↑〉

)
. (4.20)

Caªkowita ró»nica fazy wynikaj¡ca z oddziaªywania spin-orbita Rashby b¦dzie ró»na od

zera, poniewa» tylko jeden elektron z pary b¦dzie ulega¢ jej wpªywowi. Zatem efekt od-

dziaªywania spin-orbita Rashby mo»emy obserwowa¢ tylko dla rozdzielonych par Coopera.

Faza wynikaj¡ca z obecno±ci strumienia pola magnetycznego ma ró»ny znak w zale»-

no±ci od wyboru drogi tunelowania elektronu. Je»eli elektron o spinie σ tuneluje przez

pierwsz¡ kropk¦ kwantow¡, to wówczas zyskuje faz¦:

|σ〉1 → ei(2πΦ/2Φ0)|σ〉1 , (4.21)

a gdy tuneluje przez drug¡ kropk¦ kwantow¡:

|σ〉2 → e−i(2πΦ/2Φ0)|σ〉2 . (4.22)

W rezultacie, gdy para Coopera tuneluje przez ukªad w sposób rozdzielony otrzymujemy:

|S〉 → 1√
2

(
ei(2πΦ/2Φ0)e−i(2πΦ/2Φ0) |↑↓〉 − ei(2πΦ/2Φ0)e−i(2πΦ/2Φ0) |↓↑〉

)
= |S〉 , (4.23)
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a gdy para tuneluje przez jedn¡ kropk¦ kwantow¡:

|S〉 → 1√
2

(
e±i(2πΦ/2Φ0)e±i(2πΦ/2Φ0) |↑↓〉 − e±i(2πΦ/2Φ0)e±i(2πΦ/2Φ0) |↓↑〉

)
= e±i(2πΦ/Φ0) |S〉 .

(4.24)

Zale»no±¢ skªadowych rozdzielonej i nierozdzielonej pr¡du Josephsona od strumienia

pola magnetycznego Φ zostaªa pokazana na Rysunku 4.2(a), dla sprawno±ci rozdziela-

nia par Coopera Eff. = 50% oraz ró»nicy faz parametru porz¡dku nadprzewodz¡cych

elektrod ϕ = π/2, φL = 0. Rysunek 4.2(b) przedstawia zale»no±¢ skªadowych pr¡du

Josephsona od fazy Rashby φL w nieobecno±ci strumienia magnetycznego. Linia czer-

wona ci¡gªa odpowiada skªadowej IUNSPL cos 2πΦ
Φ0

, a linia niebieska kreskowana skªadowej

ISPL cosφL. Rysunki 4.3 i 4.4 przedstawiaj¡ wpªyw obu efektów na pr¡d Josephsona. Na

Rysunek 4.2. Porównanie wpªywu: a) strumienia pola magnetycznego Φ, dla φL = 0 i b) od-
dziaªywania spin-orbita Rashby (zale»no±¢ od fazy φL, dla Φ = 0) na skªadowe rozdzielone (linia
przerywana) i nierozdzielone (linia ci¡gªa) pr¡du Josephsona, dla ukªadu, w którym sprawno±¢
rozdzielania par Coopera wynosi Eff. = 50%, a ró»nica faz parametru porz¡dku nadprzewodz¡-

cych elektrod ϕ = π/2.

pierwszym z nich przedstawiono zale»no±¢ pr¡du Josephsona od fazy Rashby dla ró»nych

warto±ci strumienia pola magnetycznego. Zwi¦kszanie strumienia pola magnetycznego od

zera do Φ0/4 powoduje zmian¦ okresu oscylacji pr¡du Josephsona w funkcji fazy Rashby

z 2π do π. Wzrost strumienia pola magnetycznego do warto±ci Φ0/2 powoduje powrót

do okresu 2π. Z dalszym wzrostem Φ cykl zmian okresu oscylacji ulega powtarzaniu. Na

Rysunku 4.4 przedstawiono zale»no±¢ pr¡du Josephsona od strumienia pola magnetycz-

nego dla ró»nych warto±ci fazy Rashby. W zale»no±ci od fazy Rashby okres oscylacji pr¡du

Josephsona zmienia si¦ mi¦dzy Φ0 a Φ0/2.

Ciekawy efekt mo»emy zaobserwowa¢ w ukªadzie, w którym mamy mo»liwo±¢ kontroli

fazy Rashby po obu stronach kropki kwantowej (φ2L = φL, φ2R = φR, φ1L = φ1R = 0)

dla singletowego stanu podstawowym kropek kwantowych. Podobnie jak dla |0〉DQD tylko

rozdzielona skªadowa pr¡du Josephsona podatna b¦dzie na efekt Rashby, a strumie« pola
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Rysunek 4.3. Zale»no±¢ pr¡du Josephsona od fazy wynikaj¡cej z oddziaªywania spin-orbita Ra-
shby, która mo»e by¢ zmieniana polem elektrycznym, dla ró»nych warto±ci strumienia pola ma-
gnetycznego. Zmiana wielko±ci strumienia pola magnetycznego powoduje zmian¦ okresu oscylacji
pr¡du Josephsona mi¦dzy 2π i π. Krzywe przedstawiono na wykresie z przesuni¦ciem o 1.25.
Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera Eff. = 50%, a ró»nica faz parametru porz¡dku nadprze-

wodz¡cych elektrod ϕ = π/2.

Rysunek 4.4. Zale»no±¢ pr¡du Josephsona od strumienia pola magnetycznego Φ dla ró»nych
warto±ci fazy wynikaj¡cej z oddziaªywania spin-orbita Rashby, która mo»e by¢ zmieniana polem
elektrycznym. Zmiana fazy Rashby powoduje zmian¦ okresu oscylacji pr¡du Josephsona mi¦dzy
Φ0 i Φ0/2. Krzywe przedstawiono na wykresie z przesuni¦ciem o 1.25. Sprawno±¢ rozdzielania par
Coopera Eff. = 50%, a ró»nica faz parametru porz¡dku nadprzewodz¡cych elektrod ϕ = π/2.

magnetycznego b¦dzie wpªywaª wyª¡cznie na nierozdzielone procesy tunelowania. Jed-

nak»e tunelowanie w sposób rozdzielony mo»e przebiega¢ na dwa sposoby. W pierwszym

przypadku para elektronów opuszczaj¡ca kropki kwantowe zostaje zast¡piona elektronami

o zgodnych spinach (Rysunek 4.5(a)). W drugim przypadku elektrony tuneluj¡ce na kropki

kwantowe maj¡ spiny przeciwne w porównaniu do elektronów, które opu±ciªy podwójn¡
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kropk¦ kwantow¡ (Rysunek 4.5(b)). Prowadzi to do nast¦puj¡cego wyra»enia na pr¡d

Josephsona [82]:

IJ = IUNSPL cos
2πΦ

Φ0

+
1

2
ISPL cos(φL + φR) +

1

2
ISPL cos(φL − φR) , (4.25)

gdzie ISPL oraz IUNSPL dane s¡ równaniami (3.43) i (3.44). W rezultacie dla przypadku

symetrycznego, tzn. gdy φL = φR = φ tylko poªowa pr¡du rozdzielonego b¦dzie za-

le»na od fazy Rashby (Rysunek 4.5(c)). Linia czerwona kreskowana odpowiada skªadowej

IUNSPL cos πΦ
Φ0
, linia niebieska kropkowana oraz linia zielona ci¡gªa odpowiadaj¡ skªadowej

odpowiednio niezale»nej ISPL
2

i zale»nej od fazy Rashby ISPL
2

cosφ.

Rysunek 4.5. Mo»liwe rodzaje tunelowania elektronów w sposób rozdzielony oraz zale»no±¢ pr¡du
Josephsona od fazy Rashby (φ = φL = φR). Elektrony opuszczaj¡ce kropki kwantowe mog¡
by¢ zast¡pione par¡ elektronów o zgodnych (a) b¡d¹ przeciwnych spinach (b). W rezultacie
dla symetrycznego ukªadu, tylko poªowa pr¡du rozdzielonego zale»na b¦dzie od fazy Rashby (c).
Pr¡d rozdzielony zale»ny od fazy Rashby oznaczony jest lini¡ ci¡gª¡, linia kropkowana odpowiada
skªadowej rozdzielonej niezale»nej od φ. Linia kreskowana odpowiada skªadowej nierozdzielonej
pr¡du Josephsona, sprawno±¢ rozdzielania par Coopera Eff. = 50%, a ró»nica faz parametru

porz¡dku nadprzewodz¡cych elektrod ϕ = π/2.
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4.3. Zª¡cze Josephsona z pier±cieniem póªprzewodnikowym

Dla sprawdzenia czy otrzymane w poprzednim podrozdziale wyniki s¡ zale»ne od geo-

metrii ukªadu, zostanie przeanalizowany ukªad zª¡cza Josephsona z pier±cieniem póªprze-

wodnikowym, bez kropek kwantowych, umieszczonym pomi¦dzy elektrodami nadprze-

wodz¡cymi (Rysunek 4.6). Ukªad taki jest odmian¡ interferometru Aharonova-Bohma

i jest on cz¦sto analizowany w literaturze [71, 72, 73]. Zakªadamy, »e nasz pier±cie« jest

jednowymiarowy i symetrycznie sprz¦»ony z nadprzewodnikami.

Rysunek 4.6. Zª¡cze Josephsona z pier±cieniem póªprzewodnikowym, bez kropek kwantowych,
z silnym oddziaªywaniem spin-orbita Rashby, w obecno±ci strumienia pola magnetycznego. Pary

Coopera mog¡ przepªywa¢ przez ukªad zarówno w sposób rozdzielony, jak i nierozdzielony.

Hamiltonian pier±cienia o promieniu r0 < ξ, w obecno±ci prostopadªego pola magne-

tycznego oraz sprz¦»enia typu Rashby ma posta¢ [83, 84]:

Hring =
h̄ω0

2

(
−i ∂
∂θ

+
Φ

Φ0

)2

+
h̄ωB

2
σz +

h̄ωR
2

(cos θσx + sin θσy)

(
−i ∂
∂θ

+
Φ

Φ0

)

−ih̄ωR
4

(cos θσy − sin θσz) , (4.26)

gdzie θ oznacza k¡t azymutalny, cz¦sto±ci maj¡ posta¢ ω0 = h̄/ (m∗r2
0), ωR = 2αR/ (h̄r0)

oraz ωB = 2µB/h̄. Staªe αR i µ oznaczaj¡ odpowiednio staªe sprz¦»e« spin-orbita Rashby

i Zeemana cz¡stki o masie efektywnej m∗ w polu magnetycznym B. W dalszej cz¦±ci

podrozdziaªu dla uproszczenia zakªadamy brak pola magnetycznego ωB = 0. Funkcje

wªasne hamiltonianu (4.26) maj¡ posta¢:

Ψ↑+,n (θ) = exp
(
in↑+θ

) 1√
2

 cos γ/2

−eiθ sin γ/2

 , (4.27)

Ψ↓+,n (θ) = exp
(
in↓+θ

) 1√
2

 sin γ/2

eiθ cos γ/2

 , (4.28)
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Ψ↑−,n (θ) = exp
(
−in↑−θ

) 1√
2

 cos γ/2

−eiθ sin γ/2

 , (4.29)

Ψ↓−,n (θ) = exp
(
−in↓−θ

) 1√
2

 sin γ/2

eiθ cos γ/2

 , (4.30)

gdzie ↑, ↓ oznacza spin elektronu, znak +/− oznacza kierunek ruchu elektronów, a nsλ jest

orbitaln¡ liczb¡ kwantow¡. Spinowe stany wªasne hamiltonianu nie s¡ równolegªe do wy-

padkowego kierunku pola magnetycznego i s¡ okre±lone przez k¡t odchylenia γ. Energie

wªasne zale»¡ce od kierunku spinu s oraz kierunku ruchu elektronów λ dane s¡ równaniem:

Es
λ,n =

h̄ω0

2

[(
λnsλ +

Φ

Φ0

+
1

2

)2

+
1

4
− sλ

∣∣∣∣λnsλ +
Φ

Φ0

+
1

2

∣∣∣∣√1 +Q2
R

]
, (4.31)

gdzie parametr QR = ωR/ω0 okre±la siª¦ oddziaªywania spin-orbita. W analizowanym

ukªadzie zaniedbujemy wsteczne rozpraszanie prowadz¡ce do zjawisk rezonansowych. Miej-

sce wej±cia elektronów do pier±cienia de�niujemy dla θ = 0, za± wspóªrz¦dn¡ θ = π okre-

±lony jest punkt wyj±cia elektronów z pier±cienia. Elektrony opuszczaj¡ pier±cie« w stanie

spinowym:

|σout〉 =
∑

λ,s
|Ψs

λ,n (π)〉〈Ψs
λ,n (0)|σ〉 . (4.32)

W naszym ukªadzie, w celu obliczenia pr¡du, stosujemy przybli»enie, polegaj¡ce na trak-

towaniu przepªywu elektronów przez pier±cie« jako tunelowanie elektronów przez zª¡cze

Josephsona, gdzie obecno±¢ pier±cienia wpªywa w odpowiedni sposób na fazy funkcji fa-

lowych elektronów i mo»e by¢ opisane efektywnym hamiltonianem:

HT =
∑
kσσ′

tkσσ′
(
ukγ

†
Rkσ + σvkγRkσ̄

) (
ukγLkσ′ + σ′vkγ

†
Lkσ̄′

)
+ h.c. . (4.33)

Tutaj elementy macierzy tunelowania uwzgl¦dniaj¡ zmian¦ stanu spinowego tkσσ′ = 〈σ|σ′out〉.

Do obliczenia pr¡du Josephsona wykorzystujemy drugi rz¡d rachunku zaburze«. W re-

zultacie otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enie na pr¡d Josephsona [82]:

IJ =
2e

h̄

∂E(2)
gs

∂ϕ
=

2e

h̄

∂

∂ϕ
〈gs|HT

1− Pn
E(0) −H0

HT |gs〉 =

Ir
2

sin (ϕ)
(
cos π

(
n↑+ + n↓+

)
+ cos π

(
n↓− + n↑−

))
+
Ir
2

sin (ϕ)
(
cosπ

(
n↓+ + n↑−

)
+ cos π

(
n↓− + n↑+

))
. (4.34)
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Rozwi¡zuj¡c równanie Es
λ,n = EF ze wzgl¦du na nsλ, przy zaªo»eniu nsλ > 0 otrzymu-

jemy [82]:

IJ = Ir sinϕ cos π
(

2
Φ

Φ0

+ 1
)

cosπ
(√

Q2
R + δ

)
+Ir sinϕ cosπ

(√
1 +Q2

R

)
cos π

(√
Q2
R + δ

)
, (4.35)

gdzie Ir =
∫
dεkNku

2
kv

2
k/(2Ek) oraz δ = 8EF/(h̄ω0) � QR. Wyra»enie na pr¡d Joseph-

sona mo»e by¢ podzielone na dwie cz¦±ci. Oba wkªady do pr¡du Josephsona zale»¡ od

cosπ
(√

Q2
R + δ

)
. Rozkªadaj¡c w szereg Taylora wyra»enie

√
Q2
R + δ otrzymujemy:

√
Q2
R + δ =

√
δ +

Q2
R

2
√
δ

+ ... . (4.36)

Poniewa» δ � QR (typowe warto±ci eksperymentalne δ/QR ∝ 105) drugi (i kolejne)

wyrazy szeregu (4.36) mo»na uzna¢ za zaniedbywalne. Zatem dla obu skªadowych pr¡du

Josephsona otrzymujemy dodatkowe (jednakowe) przesuni¦cie fazowe krzywych pr¡du

cosπ
√
δ. Rysunek 4.7 przedstawia zmian¦ okresu oscylacji pr¡du Josephsona w funkcji

QR w zale»no±ci od strumienia pola magnetycznego.

Pierwsza ze skªadowych pr¡du Josephsona zwi¡zana jest z tunelowaniem elektronów

pary Coopera poprzez jedno rami¦ pier±cienia i jest zale»ne od strumienia pola magnetycz-

nego ∝ cos π
(
2 Φ

Φ0
+ 1

)
. Drugi wkªad do pr¡du Josephsona zale»ny jest od oddziaªywa«

spin-orbita Rashby ∝ cosπ
(√

1 +Q2
R

)
i odpowiada procesom, w których elektrony pary

tuneluj¡ przez pier±cie« w sposób rozdzielony. Dla QR � 1 otrzymujemy zwi¡zek po-

mi¦dzy faz¡ Rashby φL przedstawion¡ w poprzednim podrozdziale, a parametrem QR,

φL = πQR.

4.4. Podsumowanie

W rozdziale przeanalizowano wpªyw oddziaªywa« spin-orbita Rashby oraz strumienia

pola magnetycznego na pr¡d Josephsona pªyn¡cy w ukªadach podwójnej kropki kwanto-

wej lub póªprzewodnikowego pier±cienia sprz¦»onych z dwoma elektrodami nadprzewodz¡-

cymi. Dla obu ukªadów zª¡cz Josephsona uzyskano zgodne wyniki, pokazuj¡ce odmienny

wpªyw strumienia pola magnetycznego i oddziaªywa« spin-orbita Rashby na pr¡d pªy-

n¡cy w ukªadzie. W zale»no±ci od wyboru drogi tunelowania pary Coopera ukªad staje

si¦ wra»liwy na obecno±¢ strumienia pola magnetycznego (gdy para tuneluje w sposób
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Rysunek 4.7. Zale»no±¢ pr¡du Josephsona od oddziaªywania spin-orbita Rashby QR, dla ró»nych
warto±ci strumienia pola magnetycznego. Krzywe przedstawiono na wykresie z przesuni¦ciem

o 1.25.

nierozdzielony) lub wpªyw na tunelowanie pary ma zale»ne od spinu oddziaªywanie spin-

-orbita Rashby (gdy para elektronów tuneluje w sposób rozdzielony). W ukªadzie zª¡cza

Josephsona z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡, dla singletowego stanu podstawowego kropek

kwantowych, obserwujemy efekt cz¦±ciowej zale»no±ci pr¡du rozdzielonego od fazy Ra-

shby w przypadku, gdy faza Rashby przyªo»ona jest symetrycznie po obu stronach kropki

kwantowej.

Za pomoc¡ odpowiedniego pola elektromagnetycznego mo»emy wzmacnia¢ b¡d¹ osªa-

bia¢ poszczególne skªadowe pr¡du Josephsona (pozytywna lub negatywna interferencja).

Analiza zale»no±ci pr¡du Josephsona od strumienia pola magnetycznego, lub fazy Rashby,

mo»e by¢ równie» u»ytecznym narz¦dziem do detekcji sprawno±ci rozdzielania par Coopera

w przedstawionych ukªadach.





Rozdziaª 5

Nadprzewodz¡cy efekt blisko±ci w kropkach

kwantowych

Celem niniejszego rozdziaªu jest przeanalizowanie wpªywu blisko±ci nadprzewodnika

na ukªad podwójnej kropki kwantowej, okre±lenie stanu podstawowego kropek kwanto-

wych oraz zbadanie wpªywu zewn¦trznego pola elektrycznego na stan podstawowy ukªadu

w obecno±ci oddziaªywania spin-orbita Rashby. Ze wzgl¦du na symetri¦ zª¡cza Josephsona

analizowany ukªad zostaª ograniczony do jednej elektrody nadprzewodz¡cej sprz¦»onej

z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡. Odlegªo±¢ mi¦dzy kropkami kwantowymi jest mniejsza ni»

dªugo±¢ koherencji par Coopera (Rysunek 5.1(a)). W ukªadzie tym zakªadamy zdegene-

rowanie energii stanu singletowego i stanów trypletowych podwójnej kropki kwantowej,

czyli E|S〉 = E|T 〉 = E|↑↑〉 = E|↓↓〉, która, jak zostanie pokazane w dalszej cz¦±ci rozdziaªu,

zostaje usuni¦ta w wyniku oddziaªywa« wymiany.

Ró»nica energii pomi¦dzy poziomem singletowym |S〉DQD a poziomami trypletowymi,

przedstawionymi na Rysunku 3.3, w nieobecno±ci zewn¦trznego pola elektromagnetycz-

nego uzale»niona jest od oddziaªywa« wymiany J (Rysunek 5.1(b)). W analizowanym

Rysunek 5.1. Schemat: a) ukªadu podwójnej kropki sprz¦»onej z nadprzewodnikiem, b) pozio-
mów energetycznych podwójnej kropki kwantowej. Odlegªo±¢ poziomów energetycznych tryple-

towych od poziomu singletowego jest równa energii wymiany J .

ukªadzie na warto±¢ wymiany J skªada si¦ wymiana bezpo±rednio mi¦dzy kropkami kwan-

towymi Jexch. oraz wymiana poprzez procesy zachodz¡ce przy udziale elektrod nadprzewo-
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dz¡cych JL, J = JL+Jexch.. Energia wymiany mi¦dzy kropkami kwantowymi wynosi [85]:

Jexch. =
4t2d
U

, (5.1)

gdzie td okre±la bezpo±rednie sprz¦»enie pomi¦dzy kropkami kwantowymi okre±lone w ha-

miltonianie (3.3), a U oznacza oddziaªywania kulombowskie na pojedynczej kropce kwan-

towej. Poniewa» w niniejszej pracy ograniczono si¦ do procesów dla których td → 0

oraz U → ∞, czªon Jexch. mo»na zaniedba¢, a caªkowita wymiana mi¦dzy kropkami b¦-

dzie miaªa miejsce poprzez procesy elektrodowe, co pozwoli na przeanalizowanie wpªywu

blisko±ci nadprzewodnika na odizolowany ukªad. W nast¦pnych podrozdziaªach zostan¡

omówione procesy zachodz¡ce w ukªadzie, prowadz¡ce do zniesienia degeneracji energii

dwuelektronowych stanów kropek kwantowych, a tak»e zostanie przedstawiona mo»liwo±¢

wytwarzania �egzotycznych� stanów (korelacji) nadprzewodz¡cych za pomoc¡ pola elek-

trycznego dzi¦ki oddziaªywaniu spin-orbita.

5.1. Procesy IV rz¦du

Za pomoc¡ rachunku perturbacyjnego obliczamy poprawki do energii przej±¢ pomi¦dzy

wszystkimi dozwolonymi stanami:



〈S|X |S〉 〈↑↑|X |S〉 〈T |X |S〉 〈↓↓|X |S〉

〈S|X |↑↑〉 〈↑↑|X |↑↑〉 〈T |X |↑↑〉 〈↓↓|X |↑↑〉

〈S|X |T 〉 〈↑↑|X |T 〉 〈T |X |T 〉 〈↓↓|X |T 〉

〈S|X |↓↓〉 〈↑↑|X |↓↓〉 〈T |X |↓↓〉 〈↓↓|X |↓↓〉


, (5.2)

które dla procesów pierwszego, drugiego i trzeciego rz¦du maj¡ posta¢ zgodn¡ z równa-

niami (3.20)-(3.22) i wynosz¡ odpowiednio:

〈F |X |I〉 = 〈F |V |I〉 , (5.3)

〈F |X |I〉 = 〈F |V 1− Pn
E

(0)
n −H0

V |I〉 , (5.4)

〈F |X |I〉 = 〈F |V 1− Pn
E

(0)
gs −H0

V
1− Pn

E
(0)
gs −H0

V |I〉

− 〈F |V |I〉 〈F |V
(

1− Pn
E

(0)
gs −H0

)2

V |I〉 , (5.5)
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gdzie |I〉, |F 〉 oznaczaj¡ odpowiednio stan pocz¡tkowy i ko«cowy, a V jest hamiltonia-

nem zaburzaj¡cym, równym hamiltonianowi tunelowemu (3.13) ograniczonemu do jednej

elektrody nadprzewodz¡cej (brak sumowania po l):

HT =
∑
αkσ

tLk
(
ukγ

†
Lkσ + σvkγLkσ̄

)
dασ + h.c. (5.6)

Mo»na pokaza¢, »e wyrazy rz¦du pierwszego (5.3) i trzeciego (5.5) s¡ równe zero,

poniewa» w wyniku procesów tych rz¦dów ukªad pozostaje w stanie wzbudzonym, czyli

energia ukªadu nie zostaje zachowana. W procesach drugiego rz¦du, niezerowy wkªad

do poprawek do energii otrzymujemy jedynie dla przej±¢ przedstawionych na przek¡tnej

macierzy (5.2), w których stan pocz¡tkowy i ko«cowy s¡ sobie równe (|I〉 = |F 〉). Schemat

procesu dla wszystkich stanów jest nast¦puj¡cy:

1. Elektron z kropki kwantowej tuneluje do elektrody nadprzewodz¡cej, nast¦puje wzbu-

dzenie kwazicz¡stki.

2. Kolejnym krokiem jest anihilacja kwazicz¡stki i powrót elektronu na startow¡ kropk¦

kwantow¡. Stan ko«cowy podwójnej kropki kwantowej jest równy stanowi pocz¡tko-

wemu.

W rezultacie wkªad do poprawek do energii rz¦du drugiego dla wszystkich czterech roz-

patrywanych poziomów jest taki sam, i b¦dzie wynosiª:

E(2) = 2
∑
k

t2ku
2
k

1

εd − Ek

. (5.7)

Wynika z tego, »e procesy rz¦du drugiego nie b¦d¡ wpªywaªy na rozszczepienie poziomów

energetycznych J i aby wyznaczy¢ stan podstawowy ukªadu nale»y wzi¡¢ pod uwag¦

procesy wy»szych rz¦dów.

Poprawki do energii czwartego rz¦du maj¡ posta¢ zgodn¡ z równaniem otrzymanym

z rachunku perturbacyjnego IV rz¦du (3.23), przy czym drug¡ cz¦±¢ równania mo»emy

pomin¡¢ ze wzgl¦du na taki sam wkªad dla wszystkich procesów le»¡cych na przek¡tnej

macierzy (5.2) oraz jego zerow¡ warto±¢ dla pozostaªych procesów. Zatem caªa ró»nica

pomi¦dzy poszczególnymi przej±ciami zawarta jest w wyra»eniu:

〈F |X |I〉 = 〈F |V 1− Pn
E

(0)
n −H0

V
1− Pn

E
(0)
n −H0

V
1− Pn

E
(0)
n −H0

V |I〉 . (5.8)

Podobnie jak dla procesów rz¦du drugiego, po zsumowaniu wszystkich wyrazów, nieze-

rowy wkªad do poprawek do energii uzyskujemy jedynie dla przej±¢ przedstawionych na
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przek¡tnej macierzy (5.2). Maj¡ one posta¢ [65]:

E
(4)
|S〉 = 〈S|X |S〉 =

∑
kk′

4t2kt
2
k′



−ukuk′vkvk′ 1
εd−Ek

1
εd−Ek′

1
−εd

−u2
ku

2
k′

1
εd−Ek

1
εd−Ek′

1
−2εd+Ek+Ek′

−u2
ku

2
k′

(
1

εd−Ek

)2
1

−2εd+Ek+Ek′

−u2
kv

2
k′

1
2

(
1

εd−Ek

)2
1

Ek+Ek′

−ukvkuk′vk′ 12
1

εd−Ek

1
εd−Ek′

1
Ek+Ek′



(a|S〉)

(b|S〉)

(c|S〉)

(d|S〉)

(e|S〉)

, (5.9)

E
(4)
|T 〉 = 〈↓↓|X |↓↓〉 = 〈T |X |T 〉 = 〈↑↑|X |↑↑〉 =

=
∑
kk′

4t2kt
2
k′

 −u2
kv

2
k′

3
2

(
1

εd−Ek

)2
1

Ek′+Ek

+ukvkuk′vk′
1
2

1
εd−Ek

1
εd−Ek′

1
Ek+Ek′

 (a|T 〉)

(b|T 〉)
,(5.10)

gdzie poprzez (a|S〉)-(e|S〉), (a|T 〉), (b|T 〉) oznaczono skªadowe poprawek do energii. Na pod-

stawie wyra»e« (5.9) i (5.10) mo»emy wyznaczy¢ ró»nic¦ pomi¦dzy poprawkami czwartego

rz¦du, odpowiadaj¡c¡ warto±ci J = E
(4)
|S〉−E

(4)
|T 〉, a nast¦pnie przeanalizowa¢ wpªyw obecno-

±ci nadprzewodnika na wielko±¢ energii wymiany J . Rysunek 5.2(a) przedstawia zale»no±¢

energii wymiany J w funkcji stosunku przerwy energetycznej nadprzewodnika i energii

poziomu kropki kwantowej okre±laj¡cego odlegªo±¢ od poªo»enia rezonansowego, ∆/ |εd|,

dla εd = −1 - poziom energetyczny εd kropek kwantowych umieszczony jest w staªym

poªo»eniu poni»ej sytuacji rezonansowej, odpowiadaj¡cemu obsadzeniu kropek kwanto-

wych dwoma elektronami. Wykres ten wskazuje na niemonotoniczny charakter zale»no±ci

J(∆/ |εd|), który mo»na wyja±ni¢ analizuj¡c poszczególne skªadowe wyra»e« (5.9) i (5.10),

przedstawione na Rysunku 5.2(b), oraz odpowiadaj¡ce im rodzaje procesów przedstawione

na Rysunku 5.3.

Wkªad do energii wymiany J pochodzi od trzech rodzajów procesów. W pierwszym

z nich (Rysunek 5.3(a)) para elektronów tuneluje z kropek kwantowych do nadprzewod-

nika, gdzie tworzy par¦ Coopera, a nast¦pnie para zostaje rozerwana i elektrony tuneluj¡

z powrotem na kropki kwantowe. Wkªad od procesów tego typu odpowiada wyra»eniu

(a|S〉). W przypadku drugiego rodzaju procesów (Rysunek 5.3(b)) w stanie po±rednim

mamy do czynienia z rozrywaniem pary Coopera w nadprzewodniku i wzbudzeniem dwóch

kwazicz¡stek, odpowiada to skªadowym (d|S〉), (e|S〉), (a|T 〉) oraz (b|T 〉). Z kolei w trzecim

rodzaju procesów (Rysunek 5.3(c)) elektrony tuneluj¡ce z kropek kwantowych nie tworz¡

pary Coopera w nadprzewodniku, a zamiast tego nast¦puje wzbudzenie dwóch kwazicz¡-
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Rysunek 5.2. Ró»nica energii pomi¦dzy poziomem singletowym a trypletowym (a) oraz zale»no±¢
skªadowych wyra»e« dla przej±¢ singletowych (5.9) i trypletowych (5.10) (b) w funkcji zmiany
wielko±ci przerwy energetycznej nadprzewodnika ∆/ |εd|, dla εd = −1, ΓL = 2πρS |tk|2. Granica

caªkowania L = 103 |εd|.

stek, a kropki kwantowe pozostaj¡ w stanie po±rednim puste. Procesy te odpowiadaj¡

wyra»eniom (b|S〉), (c|S〉).

Dla ∆ → 0 mo»emy mówi¢ o przej±ciu elektrody nadprzewodz¡cej w elektrod¦ nor-

maln¡. Wkªad do energii (a|S〉) pochodz¡cy od procesu przedstawionego na Rysunku 5.3(a),

polegaj¡cego na utworzeniu pary Coopera, b¦dzie zanikaª dla ∆ → 0 gdy» proces tego

typu nie mo»e zaj±¢ w metalu normalnym. Z kolei procesy pokazane na Rysunku 5.3(c)

(skªadowe (b|S〉), (c|S〉)) maj¡ swój odpowiednik dla elektrody normalnej, polegaj¡cy na

wzbudzeniu pary elektronów, zatem dla ∆→ 0 wkªad od tych procesów b¦dzie niezerowy.

Przebieg procesów przedstawiony Rysunku 5.3(b) zostaª pokazany w sposób uproszczony

(skªadowe (d|S〉), (e|S〉), (a|T 〉),(b|T 〉)). Mo»na pokaza¢, »e tylko procesy odpowiadaj¡ce

skªadowym (d|S〉), (a|T 〉) maj¡ swój odpowiednik dla elektrody normalnej, polegaj¡cy na

wzbudzeniu pary elektronów/dziur. Z kolei dla procesów odpowiadaj¡cych skªadowym
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Rysunek 5.3. Mo»liwe wirtualne stany po±rednie w procesach daj¡cych wkªad do efektu blisko±ci.
Para elektronów tuneluje z kropek kwantowych do nadprzewodnika gdzie w stanie po±rednim
nast¦puje: a) utworzenie pary Coopera (procesy (a|S〉)), b) rozerwanie pary Coopera w nad-
przewodniku ((d|S〉), (e|S〉), (a|T 〉),(b|T 〉)), lub c) wzbudzenie dwóch kwazicz¡stek (procesy (b|S〉),

(c|S〉)). Nast¦pnie elektrony tuneluj¡ z powrotem na kropki kwantowe.

(e|S〉), (b|T 〉) wymagany jest udziaª pary Coopera i procesy te b¦d¡ zanika¢ dla ∆ → 0.

Dla ∆/ |εd| � 1 energia wymiany J d¡»y do staªej warto±ci, zale»nej tylko od skªa-

dowej (a|S〉), której odpowiadaj¡cy proces jest dominuj¡cy, a pozostaªe procesy znosz¡

si¦ wzajemnie lub d¡»¡ do zera. Zatem za obserwowany efekt blisko±ci nadprzewodnika

w kropkach kwantowych b¦d¡ odpowiada¢ gªównie procesy daj¡ce wkªad do energii typu

(a|S〉), przedstawione na Rysunku 5.3(a).

Uzyskane wyniki potwierdzaj¡, »e dla εd < 0 stanem podstawowym ukªadu podwójnej

kropki kwantowej jest stan singletowy. Umieszczaj¡c podwójn¡ kropk¦ kwantow¡ w bli-

sko±ci nadprzewodnika mo»emy uzyska¢ par¦ elektronów w spl¡tanym stanie singletowym.
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5.2. Wpªyw oddziaªywa« spin-orbita Rashby na stan podstawowy

ukªadu

W poprzednim rozdziale przedstawiono wpªyw oddziaªywa« spin-orbita Rashby na

pr¡d pªyn¡cy przez zª¡cze Josephsona. W tej cz¦±ci pracy przeanalizowany zostanie wpªyw

tych oddziaªywa« na stan podstawowy ukªadu podwójnej kropki kwantowej.

Rozpatrzmy ukªad skªadaj¡cy si¦ z dwóch kropek kwantowych poª¡czonych z elek-

trod¡ nadprzewodz¡c¡ za pomoc¡ drutów kwantowych w których wyst¦puje oddziaªywa-

nie spin-orbita Rashby. Transport elektronów w drucie przybli»amy poprzez hamiltonian

tunelowy. Elektron tuneluj¡cy mi¦dzy jedn¡ kropk¡ kwantow¡ a nadprzewodnikiem zy-

skuje zale»n¡ od spinu faz¦ wynikaj¡c¡ z oddziaªywa« spin-orbita Rashby, natomiast dla

uproszczenia w drugim drucie zakªadamy brak oddziaªywa« spin-orbita (Rysunek 5.4).

Tunelowanie elektronów opisujemy wówczas za pomoc¡ hamiltonianu:

HT =
∑
kσ

tLk
(
ukγ

†
Lkσ + σvkγLkσ̄

)
d1σ +

∑
kσ

e(−iσφL)tLk
(
ukγ

†
Lkσ + σvkγLkσ̄

)
d2σ + h.c.

(5.11)

Oddziaªywanie spin-orbita i zwi¡zana z nim precesja spinu powoduje, »e mo»liwe s¡ te-

raz przej±cia odpowiadaj¡ce pozadiagonalnym elementom macierzy (5.2). Po dokonaniu

diagonalizacji macierzy otrzymujemy nowy stan podstawowy ukªadu, który nie b¦dzie ju»

stanem singletowym, jak to miaªo miejsce w poprzednio przedstawionym przypadku, ale

b¦dzie superpozycj¡ stanów singletowego i trypletowego |T 〉DQD. Ze wzgl¦du na du»¡ zªo-

»ono±¢ otrzymanych wyników [65] szczegóªowe omówienie rezultatów zostanie pomini¦te

i przedstawiony zostanie jedynie uproszczony opis wyników.

Rysunek 5.4. Schemat ukªadu z oddziaªywaniem spin-orbita Rashby. Kropki kwantowe poª¡czone
s¡ z nadprzewodnikiem za pomoc¡ nanodrutów. W nanodrucie ª¡cz¡cym kropk¦ kwantow¡ QD2

z nadprzewodnikiem istnieje oddziaªywanie spin-orbita Rashby. Elektron przepªywaj¡cy przez
ten nanodrut zyskuje zale»n¡ od spinu faz¦ e(iσφL).
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Elektron tuneluj¡cy mi¦dzy elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ a drug¡ kropk¡ kwantow¡ zy-

skuje zale»n¡ od spinu faz¦ σφL, wynikaj¡c¡ z oddziaªywa« spin-orbita Rashby, któr¡

mo»na kontrolowa¢ przez przyªo»one zewn¦trzne lokalne pole elektryczne [86]:

|↑〉 → eiφL |↑〉 , (5.12)

|↓〉 → e−iφL |↓〉 . (5.13)

Zatem stan singletowy |S〉DQD przejdzie w stan:

|S〉 → 1√
2

(
eiφL |↑↓〉 − e−iφL |↓↑〉

)
= cos(φL) |S〉+ i sin(φL) |T 〉 , (5.14)

Widzimy zatem, »e stan singletowy przechodzi w kombinacj¦ stanu singletowego i try-

pletowego. Zatem wykorzystanie oddziaªywa« spin-orbita Rashby pozwala na sterowanie

stanem pary Coopera i sztuczne wytworzenie innych �egzotycznych� stanów maksymalnie

spl¡tanych. Parowanie trypletowe elektronów zostaªo zaobserwowane w nadprzewodniku

Sr2RuO4 [45]. Dzi¦ki efektowi blisko±ci i oddziaªywaniu spin-orbita Rashby stan ten

mo»emy sztucznie wytwarza¢ w ukªadzie dwóch kropek kwantowych.

5.3. Podsumowanie

W rozdziale przeanalizowano ukªad elektrody nadprzewodz¡cej sprz¦»onej z podwójn¡

kropk¡ kwantow¡, o zdegenerowanych energiach stanów singletowego i stanów trypleto-

wych. Pokazano, »e w wyniku procesów czwartego rz¦du degeneracja energii zostaje usu-

ni¦ta. W wyniku nielokalnych korelacji pomi¦dzy kropkami kwantowymi, wynikaj¡cych

z blisko±ci nadprzewodnika, stan podstawowy kropek kwantowych jest stanem singleto-

wym (dla εd < 0). Zbadano równie» wpªyw oddziaªywa« spin-orbita Rashby na stan

podstawowy podwójnej kropki kwantowej poª¡czonej z nadprzewodnikiem za pomoc¡ na-

nodrutów, w których poruszaj¡cy si¦ elektron zyskuje zale»n¡ od spinu faz¦. Pokazano

mo»liwo±¢ wytwarzania trypletowego stanu spl¡tanego dzi¦ki wykorzystaniu oddziaªywa-

nia spin-orbita Rashby.



Rozdziaª 6

Rozdzielanie par Coopera w podwójnej kropce

kwantowej w zakresie wspóªtunelowania

Drugim analizowanym ukªadem jest typowy ukªad sªu»¡cy do rozdzielania par Co-

opera, czyli ukªad podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡

oraz dwoma elektrodami normalnymi. Ukªady rozdzielaj¡ce pary Coopera, zªo»one rów-

nie» z kropek kwantowych sprz¦»onych z nadprzewodnikiem i kontaktami normalnymi s¡

szeroko analizowane na ±wiecie zarówno teoretycznie, jak i eksperymentalnie [8, 9, 10,

11, 56, 57, 87, 88, 89, 90]. Podobnie jak w Rozdziale 3 rozpatrujemy cztery stany pod-

stawowe ukªadu (|S〉DQD, |0〉DQD, |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD) oraz transport elektronów w zakre-

sie wspóªtunelowania. Poniewa» eksperymentalne uzyskanie stanu podstawowego kropek

kwantowych w postaci |T 〉DQD jest trudniejsze, co zostaªo pokazane w Rozdziale 5, szcze-

góªowe omówienie wyników dla tego stanu podstawowego zostanie pomini¦te. Schemat

rozpatrywanego ukªadu przedstawiony jest na Rysunku 6.1(a).

6.1. Model

Rozpatrujemy ukªad w limicie niskiego napi¦cia, dzi¦ki czemu unikamy wzbudzenia

stanu podstawowego kropek kwantowych do którego± ze stanów trypletowych (eV � J).

Zakªadamy odlegªo±¢ mi¦dzy kropkami kwantowymi mniejsz¡ od dªugo±ci koherencji par

Coopera w nadprzewodniku. Napi¦cie przyªo»one jest w taki sposób, aby mo»liwy byª prze-

pªyw elektronów jedynie od elektrody nadprzewodz¡cej w kierunku elektrod normalnych.

Elektrony tuneluj¡ce przez ukªad musz¡ speªnia¢ zasad¦ zachowania energii, ε1 + ε2 = 0,

gdzie ε1(2) oznacza energi¦ ko«cow¡ odpowiednio pierwszego i drugiego elektronu z pary,

w elektrodach normalnych, co zostaªo schematycznie pokazane na Rysunku 6.1(b).

Hamiltonian ukªadu skªada si¦ z czterech cz¦±ci [91]:

H = HBCS +
∑
α

HRα +HDQD +HT . (6.1)
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Rysunek 6.1. Ukªad podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡
i dwoma elektrodami normalnymi. Zakªadamy niskie napi¦cie polaryzacji (eV � J), przyªo»one
w taki sposób, aby przepªyw elektronów mo»liwy byª od elektrody nadprzewodz¡cej w kierunku
elektrod normalnych. a) schemat ukªadu, b) schemat energetyczny procesu tunelowania pary
Coopera. Kropki kwantowe obsadzone s¡ par¡ elektronów w stanie singletowym |S〉DQD. Para
elektronów opuszcza kropki kwantowe, a na ich miejsce tuneluje para Coopera z nadprzewodnika.

Pierwszy czªon opisuj¡cy elektrod¦ nadprzewodz¡c¡ ma posta¢:

HBCS =
∑
kσ

Ekγ
†
kσγkσ , (6.2)

zgodn¡ z równaniem (3.12). Drugi czªon hamiltonianu opisuje elektrody normalne:

HRα =
∑
kσ

εRkαc
†
RkσαcRkσα . (6.3)

Kropki kwantowe oraz oddziaªywania mi¦dzy nimi opisuje hamiltonian:

HDQD =
∑
α

(εdαnα + Uαnα↑nα↓)− td
∑
σ

(
d†1σd2σ + h.c.

)
. (6.4)

Podobnie jak to miaªo miejsce dla ukªadu z dwoma elektrodami nadprzewodz¡cymi, dla

uproszczenia zaniedbujemy podwójne obsadzenie pojedynczej kropki kwantowej, Uα →

∞, oraz tunelowanie pomi¦dzy kropkami kwantowymi td → 0. Tunelowanie elektronów

par Coopera przez ukªad opisuje hamiltonian:

HT =
∑
αkσ

(
t1k

(
ukγ

†
kσ + σvkγkσ̄

)
dασ + h.c.

)
+
∑
αkσ

(
t2kαc

†
Rkσαdασ + h.c.

)
. (6.5)

Pierwszy czªon hamiltonianu opisuje tunelowanie elektronów z elektrody nadprzewodz¡cej

na kropki kwantowe. Drugi czªon opisuje tunelowanie elektronów z kropek kwantowych

do elektrod normalnych.
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Korzystaj¡c ze zªotej reguªy Fermiego, szybko±¢ tunelowania elektronów z elektrody

nadprzewodz¡cej do elektrod normalnych wyra»a si¦ wzorem [92, 91, 93]:

Γ =
2π

h̄

∑
kk′
|Akk′ |2 (1− f (εk)) (1− f (εk′)) δ (εk + εk′) , (6.6)

gdzie:

Akk′ = 〈F |HT
1− Pgs
E(0) −H0

HT
1− Pgs
E(0) −H0

HT
1− Pgs
E(0) −H0

HT |I〉 , (6.7)

oznacza amplitud¦ tunelowania elektronów, a stany |I〉, |F 〉 odpowiadaj¡ stanom pocz¡t-

kowym i ko«cowym, (1 − f(εk(k′))) oznacza prawdopodobie«stwo nieobsadzenia stanów

o energii εk(k′) w elektrodach normalnych, f(εk(k′)) jest funkcj¡ Fermiego. Stanem pocz¡t-

kowym nazywamy stan, w którym para spl¡tanych elektronów znajduje po lewej stronie

ukªadu (w nadprzewodniku). Stan ko«cowy otrzymujemy po przej±ciu pary elektronów do

elektrod normalnych. Pr¡d pªyn¡cy w ukªadzie uzyskujemy na podstawie wyra»enia:

I = e [Γ (V )− Γ (−V )] . (6.8)

Nawi¡zuj¡c do sposobu przeprowadzania eksperymentów rozdzielania par Coopera, spraw-

no±¢ rozdzielania par zostanie okre±lona na podstawie przewodnictwa liniowego dla eV �

kBT :

I = (GSPL +GUNSPL)V , (6.9)

gdzie GSPL i GUNSPL odpowiada przewodnictwu (konduktancji) procesów, w których

nast¦puje odpowiednio rozdzielenie i nierozdzielenie pary Coopera.

6.2. Dozwolone procesy tunelowania

Wyra»enie (6.7) zbli»one jest do równania (3.31), odpowiadaj¡cego za dozwolone pro-

cesy tunelowania przez zª¡cze Josephsona z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡. W zwi¡zku z po-

dobie«stwem pomi¦dzy analizowanymi ukªadami, liczba dozwolonych procesów w ukªadzie

z elektrodami normalnymi nie ulegnie zmianie w porównaniu do zª¡cza Josephsona. Sche-

maty dozwolonych procesów dla stanów podstawowych |S〉DQD, |0〉DQD i |↑↑〉DQD zostaªy

przedstawione odpowiednio na Rysunkach 6.2-6.4.
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Rysunek 6.2. Procesy tunelowania dla singletowego stanu podstawowego kropek kwantowych.
Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego (|εd/∆| �
1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem rezonansowym (|εd/∆| �
1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których kolejno±¢ oznaczona jest
liczbami 1-4. Cz¦±¢ a) przedstawia procesy rozdzielaj¡ce par¦ Coopera dominuj¡ce w pobli»u
poªo»enia rezonansowego poziomów energetycznych kropek kwantowych. b) W pobli»u rezonansu
procesy nierozdzielaj¡ce par Coopera daj¡ niewielki wkªad. Procesy c) i d) daj¡ najwi¦kszy wkªad

poza poªo»eniem rezonansowym.
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Rysunek 6.3. Procesy tunelowania dla nieobsadzonych kropek kwantowych w stanie podstawo-
wym. Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonansowego
(|εd/∆| � 1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem rezonanso-
wym (|εd/∆| � 1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których kolejno±¢
oznaczona jest liczbami 1-4. Cz¦±¢ a) przedstawia procesy dominuj¡ce w pobli»u poªo»enia re-
zonansowego poziomów energetycznych kropek kwantowych. b) W pobli»u rezonansu procesy
nierozdzielaj¡ce par Coopera daj¡ niewielki wkªad. Procesy c) i d) daj¡ najwi¦kszy wkªad poza
poªo»eniem rezonansowym. Liczbami 1-4, przy strzaªkach, oznaczona jest kolejno±¢ procesów

tunelowania elektronów.

Podobnie jak dla ukªadu zª¡cza Josephsona przerywana linia oddziela procesy domi-

nuj¡ce w pobli»u i poza rezonansem, a cyfry 1-4 oznaczaj¡ kolejno±¢ tunelowania elektro-

nów. Na podstawie dozwolonych procesów tunelowania, korzystaj¡c z równa« (6.8) i (6.9)

mo»emy wyznaczy¢ przewodnictwo dla poszczególnych stanów podstawowych podwójnej

kropki kwantowej. Dla stanu podstawowego |S〉DQD otrzymujemy [65]:

GSPL =
e2

2πh̄
Γ2
SΓ2

N

(
1

εd

)4

, (6.10)

GUNSPL =
e2

2πh̄
Γ2
SΓ2

N

(
1

εd

)4(1

2

)2(
a
(

∆

εd

)
− 1

)2

, (6.11)
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Rysunek 6.4. Procesy tunelowania dla trypletowego stanu podstawowego podwójnej kropki
kwantowej. Linia przerywana oddziela procesy, które dominuj¡ w pobli»u poªo»enia rezonan-
sowego (|εd/∆| � 1) od procesów daj¡cych najwi¦kszy wkªad do pr¡du poza poªo»eniem re-
zonansowym (|εd/∆| � 1). Strzaªkami oznaczone s¡ procesy tunelowania elektronów, których
kolejno±¢ oznaczona jest liczbami 1-4. W ukªadzie nast¦puje blokada rozdzielania par Coopera
zarówno w pobli»u rezonansu (a) jak i poza poªo»eniem poªo»eniem rezonansowym (c). Dozwo-
lone s¡ jedynie procesy, w których para Coopera tuneluje przez pojedyncz¡ kropk¦ kwantow¡.
Odpowiadaj¡ one procesom nierozdzielaj¡cym pary Coopera dla stanu singletowego. Proces ten
daje najwi¦kszy wkªad poza poªo»eniem rezonansowym (d), a w pobli»u rezonansu wkªad ten

jest niewielki (b).

gdzie [91, 93]:

a (x) ≡ 4

π

|x|√
x2 − 1

arc tg

√√√√ |x| − 1

|x|+ 1
. (6.12)

ΓS i ΓN = ΓN1 = ΓN2 oznaczaj¡ sprz¦»enia odpowiednio z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i sy-

metrycznymi elektrodami normalnymi. Dla stanu podstawowego |0〉DQD przewodnictwo

wynosi:

GSPL =
e2

2πh̄
Γ2
SΓ2

N

(
1

εd

)4

, (6.13)

GUNSPL =
e2

2πh̄
Γ2
SΓ2

N

(
1

εd

)4(
a
(

∆

εd

)
− 1

)2

. (6.14)

Podobnie jak to miaªo miejsce w zª¡czu Josephsona z podwójn¡ kropk¡ kwantow¡ dla

stanu trypletowego |↑↑〉DQD i |↓↓〉DQD wyst¦puje blokada rozdzielania par Coopera w pro-

cesach IV rz¦du:

GSPL = 0 . (6.15)
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Konduktancja dla procesów nierozdzielonych jest taka sama jak dla stanu singletowego,

zgodna z równaniem (6.11):

GUNSPL =
e2

2πh̄
Γ2
SΓ2

N

(
1

εd

)4(1

2

)2(
a
(

∆

εd

)
− 1

)2

. (6.16)

Mo»na pokaza¢, »e dla trypletowego stanu podstawowego |T 〉DQD wkªady do pr¡du po-

chodz¡ce od procesów rozdzielaj¡cych par¦ Coopera redukuj¡ si¦ do zera i caªkowita

konduktancja ukªadu zwi¡zana b¦dzie z procesami nierozdzielonymi, a otrzymany wynik

b¦dzie taki sam, jak dla stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD.

6.3. Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera

Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera de�niujemy jako stosunek przewodnictwa odpo-

wiadaj¡cego procesom, w których para Coopera ulega rozdzieleniu, do caªkowitego prze-

wodnictwa ukªadu:

Eff. =
GSPL

GSPL +GUNSPL

=
1

1 + GUNSPL

GSPL

. (6.17)

Zarówno dla stanu singletowego, jak i dla stanu podstawowego z nieobsadzonymi kropkami

kwantowymi |0〉DQD, sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w pobli»u rezonansu wynosi:

Eff.|S〉 = Eff.|0〉 = 1 . (6.18)

Poza rezonansem sprawno±¢ rozdzielania dla stanu |S〉DQD d¡»y do warto±ci:

Eff. =
1

1 +
(

1
2

)2 =
4

5
, (6.19)

a dla stanu |0〉DQD:

Eff. =
1

1 +
(

1
1

)2 =
1

2
. (6.20)

Dla stanu |↑↑〉DQD rozdzielanie par Coopera jest niemo»liwe, zatem sprawno±¢ rozdzielania

wynosi 0. Zale»no±¢ sprawno±ci rozdzielania par Coopera od εd/∆ zostaªa przedstawiona

na Rysunku 6.5.
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Rysunek 6.5. Sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej sprz¦-
»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami normalnymi, w funkcji energii pozio-
mów energetycznych kropek kwantowych, dla mo»liwych stanów |S〉DQD, |0〉DQD i |↑↑〉DQD (lub
|↓↓〉DQD, |T 〉DQD). W pobli»u rezonansowego poªo»enia poziomów kropek kwantowych spraw-
no±¢ rozdzielania par Coopera wynosi 100% dla stanów |S〉DQD i |0〉DQD. Poza poªo»eniem
rezonansowym sprawno±¢ rozdzielania par Coopera d¡»y do 80% i 50% odpowiednio dla stanu
singletowego |S〉DQD i stanu nieobsadzonych kropek kwantowych |0〉DQD. Sprawno±¢ rozdzielania
par Coopera dla stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD, |T 〉DQD wynosi 0, w caªym dozwolonym

zakresie poªo»enia poziomów energetycznych kropek kwantowych.

6.4. Podsumowanie

W rozdziale przeanalizowano sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w ukªadzie podwój-

nej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami nor-

malnymi. Sprawno±¢ rozdzielania okre±lono na podstawie przewodnictwa ukªadu. Pr¡d

par Coopera pªyn¡cy przez ukªad otrzymano na podstawie zªotej reguªy Fermiego.

Podobnie jak dla zª¡cza Josephsona, odsuni¦cie poziomów energetycznych kropek

kwantowych od poªo»enia rezonansowego, w zakresie blokady kulombowskiej, pozwala

na uzyskanie skorelowanego przepªywu par spl¡tanych elektronów przy jednoczesnym za-

chowaniu wysokiej sprawno±ci rozdzielania par Coopera. W obu analizowanych ukªadach

minimalna sprawno±¢ rozdzielania par Coopera dla stanu podstawowego |0〉DQD wynosi

50%. Dla stanu podstawowego |S〉DQD uzyskali±my wi¦ksz¡ minimaln¡ sprawno±¢ rozdzie-

lania par Coopera w ukªadzie z elektrodami normalnymi (80%) w porównaniu do zª¡cza

Josephsona (66,6%). Dla stanów trypletowych |↑↑〉DQD, |↓↓〉DQD, |T 〉DQD niezerowy wkªad

do pr¡du otrzymujemy jedynie od procesów, w których para Coopera tuneluje w sposób

nierozdzielony, zatem sprawno±¢ rozdzielania par Coopera dla tych stanów podstawowych

wynosi zero. Na podstawie otrzymanych wyników mo»emy stwierdzi¢, »e przej±cie do
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zakresu wspóªtunelowania uªatwia wyci¡gni¦cie spl¡tanych par elektronów z nadprzewod-

nika, z wysok¡ sprawno±ci¡ rozdzielania par spl¡tanych elektronów.





Rozdziaª 7

Detekcja stanu spl¡tania kwantowego

Poprzednie rozdziaªy po±wi¦cone byªy wytwarzaniu przestrzennie rozdzielonego stanu

spl¡tania kwantowego spinów elektronów za pomoc¡ rozdzielania par Coopera. W dalszej

cz¦±ci pracy przedstawione zostan¡ metody detekcji stanu spl¡tania kwantowego oraz mo»-

liwe realizacje ukªadów eksperymentalnych, w których mo»na tak¡ detekcj¦ przeprowadzi¢.

Zostanie przeanalizowana detekcja stanu spl¡tania kwantowego przy u»yciu detektorów

ferromagnetycznych za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania oraz ªamania nierówno±ci

Bella. Okre±lone zostan¡ wymagania jakie musz¡ by¢ speªnione przez ferromagnetyczne

detektory pod wzgl¦dem minimalnej polaryzacji spinowej.

7.1. Ukryte zmienne i nierówno±ci Bella

W stanie spl¡tania kwantowego dwóch lub wi¦cej cz¡stek, w momencie dokonania

pomiaru na jednej z nich, stan kwantowy pozostaªych cz¡stek ulega natychmiastowej

zmianie, niezale»nie od odlegªo±ci mi¦dzy nimi. Zgodnie z mechanik¡ kwantow¡, przed

pomiarem stan kwantowy cz¡stki nie jest ustalony, a mo»emy rozpatrywa¢ jedynie roz-

kªady prawdopodobie«stwa. Wedªug Einsteina, Podolsky'ego oraz Rosena [2] mo»liwo±¢

przewidzenia z caª¡ pewno±ci¡ wyniku pomiaru wi¡»e si¦ z istnieniem jakiego± skªadnika

rzeczywisto±ci (kryterium rzeczywisto±ci). Peªna korelacja wyników pomiaru mogªaby wy-

nika¢ z nieznanego kanaªu komunikacji mi¦dzy urz¡dzeniami pomiarowymi, ale w celu wy-

eliminowania tego wyja±nienia zaªo»ono, »e odlegªo±¢ mi¦dzy urz¡dzeniami pomiarowymi,

jest tak du»a, »e przesªanie informacji w czasie trwania pomiaru wymagaªoby przekrocze-

nia pr¦dko±ci ±wiatªa, co jest niezgodne z teori¡ wzgl¦dno±ci Einsteina [94]. Oczekiwane

jest zatem, »e wynik pomiaru na jednej cz¡stce b¦dzie niezale»ny od tego, co dziaªo si¦

w tym samym czasie z pozostaªymi cz¡stkami. Jest to zaªo»enie lokalno±ci. Teorie speª-
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niaj¡ce zarówno kryterium rzeczywisto±ci, jak i zaªo»enie lokalno±ci s¡ nazywane teoriami

realistycznymi lokalnie.

Przedstawion¡ wªa±ciwo±¢ spl¡tanych cz¡stek mo»na wyja±ni¢ za pomoc¡ prostego

modelu opartego na realizmie lokalnym. Model ten zakªada, »e ka»da cz¡stka ma pewn¡

wªasno±¢ lub instrukcj¦, która decyduje o wyniku przeprowadzanego pomiaru. Te dodat-

kowe atrybuty ka»dej cz¡stki nazywa si¦ ukrytymi zmiennymi, poniewa» nie musimy ich

obserwowa¢ bezpo±rednio. Zgodnie z tym modelem to wªa±nie ukryte zmienne decyduj¡

o wyniku pomiaru. Jak zauwa»yª Bell w 1964 roku, zaªo»enie realizmu lokalnego wymusza

pewne statystyczne korelacje wyników pomiarów, które speªniaj¡ nierówno±ci Bella [14].

Twierdzenie to wskazuje na istotn¡ ró»nic¦ pomi¦dzy mechanik¡ kwantow¡ a ±wiatem

opisanym przez mechanik¦ klasyczn¡. Mechanika kwantowa ªamie nierówno±ci Bella, co

wskazuje na jej nielokalny charakter.

J. F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony i R. A. Holt opracowali wersj¦ nierówno±ci

Bella (nierówno±¢ CHSH), któr¡ mo»na stosunkowo ªatwo przetestowa¢ eksperymental-

nie [95]. Rozpatrzmy ukªad, w którym dwie cz¡stki s¡ wysyªane ze ¹ródªa O do dwóch

urz¡dze« pomiarowych, oznaczonych A i B (Rysunek 7.1(a)). Ka»de z tych urz¡dze« ma

dwa mo»liwe ustawienia pomiarowe: XA lub YA oraz XB lub YB. W wyniku pomiaru

cz¡stki na urz¡dzeniu otrzymujemy jeden z dwóch wyników, równy ±1. Nierówno±¢ Bella

(CHSH), speªniona dla ukªadów klasycznych (ukªadów z ukrytymi parametrami), ma po-

sta¢:

|〈XAXB〉+ 〈YAXB〉 − 〈XAYB〉+ 〈YAYB〉| ≤ 2 . (7.1)

Dla ukªadów kwantowych, gdy cz¡stki wysyªane ze ¹ródªa s¡ w stanie spl¡tania kwanto-

wego, jest mo»liwe zªamanie nierówno±ci Bella (7.1). Wówczas:

|〈XAXB〉+ 〈YAXB〉 − 〈XAYB〉+ 〈YAYB〉| > 2 , (7.2)

i w skrajnym przypadku korelator wynosi 2
√

2 ≈ 2.83. Wynika z tego, »e mechanika kwan-

towa jest sprzeczna z zaªo»eniem realizmu lokalnego, czyli ma charakter nielokalny. Rysu-

nek 7.1(b) przedstawia wyniki pomiarów nierówno±ci CHSH dla dwóch eksperymentów.

W pierwszym z nich dokonywano pomiaru polaryzacji spl¡tanych fotonów [96]. W drugim

eksperymencie nierówno±¢ CHSH testowana byªa dla spl¡tanych spinów j¡der atomowych

w komputerze kwantowym NMR [97]. K¡t θ oznacza k¡t pomi¦dzy ustawieniami polary-

zatorów lub kierunków pomiaru spinów (θ = 6 XAXB = 6 XBYA = 6 YAYB). Otrzymane
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Rysunek 7.1. Pomiaru nierówno±ci CHSH. a) Schemat ukªadu pomiarowego. �ródªo O emituje
par¦ spl¡tanych cz¡stek (np. fotony), do dwóch stanowisk pomiarowych A i B, gdzie dokonuje si¦
pomiaru wielko±ci spl¡tanej (np. polaryzacji). Ukªady pomiarowe A i B maj¡ mo»liwo±¢ dokony-
wania pomiarów w dwóch niezale»nych od siebie ustawieniach X i Y. b) Wyniki eksperymentalne
uzyskane dla fotonów o spl¡tanych polaryzacjach [96] i spl¡tanych spinów j¡der atomowych [97].

K¡t θ oznacza k¡t pomi¦dzy ustawieniami polaryzatorów lub kierunków pomiaru spinów.

w eksperymentach wyniki przedstawione na Rysunku 7.1(b) pokazuj¡ ªamanie nierówno-

±ci CHSH dla odpowiednich ustawie« analizatorów w obu eksperymentach. Potwierdza to

sprzeczno±¢ charakteru stanu spl¡tanych cz¡stek z zaªo»eniem realizmu lokalnego.

7.2. Kryterium separowalno±ci i ±wiadek spl¡tania

Do opisu ukªadu kwantowego oprócz operatorów i wektorów stanu w przestrzeni Hil-

berta mo»na zastosowa¢ operator g¦sto±ci ρ. W przypadku stanu czystego opisywanego

przez wektor |ψ〉 operator g¦sto±ci ma posta¢:

ρ = |ψ〉 〈ψ| . (7.3)

Dla stanu mieszanego opisanego za pomoc¡ ortogonalnych wektorów |ψi〉 operator g¦sto±ci

mo»e by¢ zde�niowany nast¦puj¡co:

ρ =
∑
i

wi |ψ〉 〈ψ| , (7.4)

gdzie wi oznacza prawdopodobie«stwo znalezienia poszczególnego skªadnika (0 ≤ wi < 1,∑
iwi = 1).

Stan kwantowy dwóch podukªadów opisany za pomoc¡ operatora g¦sto±ci ρAB jest

spl¡tany, je»eli nie jest separowalny, tzn. nie mo»na go zapisa¢ w postaci iloczynu tenso-
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rowego stanów w dowolnej bazie (1.4):

ρsepAB =
∑
i

qi |ψi〉 〈ψi|A ⊗ |φi〉 〈φi|B , (7.5)

gdzie qi ≥ 0 oraz
∑
i qi = 1, |ψ〉 i |φ〉 oznaczaj¡ wektory stanów w odpowiadaj¡cych im

podukªadach A i B. Jednym z kryteriów daj¡cych warunek konieczny, aby stan ukªadu byª

separowalny jest kryterium Peresa-Horodeckiego [98, 99]. Wedªug tego kryterium stan ρAB

jest separowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto±ci wªasne cz¦±ciowej transpozy-

cji ρTBAB zastosowanej do podukªadu B s¡ nieujemne. Cz¦±ciowa transpozycja zde�niowana

jest nast¦puj¡co:

ρTBAB =

∑
ijkl

cijkl |i〉 〈j|A ⊗ |k〉 〈l|B

TB :=
∑
ijkl

cijkl |i〉 〈j|A ⊗ |l〉 〈k|B

≡
∑
ijkl

cijlk |i〉 〈j|A ⊗ |k〉 〈l|B . (7.6)

Bazuj¡c na przedstawionym kryterium separowalno±ci zaproponowano now¡ metod¦ de-

tekcji stanu spl¡tania kwantowego zwan¡ ±wiadkiem spl¡tania [99, 100]. Obserwabl¦W na-

zywamy ±wiadkiem spl¡tania je»eli dla wszystkich stanów separowalnych:

Tr (Wρsep) ≥ 0 , (7.7)

a dla przynajmniej jednego stanu spl¡tanego:

Tr (Wρent) < 0 . (7.8)

Mo»na pokaza¢, »e dla ka»dego stanu spl¡tanego ρent istnieje ±wiadek spl¡tania. Operator

±wiadka spl¡tania mo»e by¢ zde�niowany jako cz¦±ciowa transpozycja operatora rzutowa-

nia na wektor wªasny odpowiadaj¡cy ujemnej warto±ci wªasnej ρTBAB [101]:

W |ϕ〉 = ς ′ |ϕ〉 , (7.9)

ς ′ < 0 , (7.10)

W = |ϕ〉 〈ϕ|TBAB . (7.11)

Zgodnie z de�nicj¡, ka»dy ±wiadek spl¡tania mo»e wykrywa¢ tylko cz¦±¢ stanów spl¡-

tanych. Czyli czasami mo»liwe jest istnienie ±wiadka spl¡tania, który jest precyzyjniej-
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szy ni» obecnie u»ywany, gdy» jest w stanie wykry¢ wi¦cej stanów spl¡tanych. Rysu-

nek 7.2 przedstawia zbiór wszystkich mo»liwych stanów, w którym mo»emy wyodr¦bni¢

zbiór stanów separowalnych, który, jak mo»na pokaza¢, jest zbiorem wypukªym. Dziaªanie

±wiadka spl¡tania mo»emy zobrazowa¢ poprzez lini¦ ci¡gª¡ oznaczaj¡c¡ hiperpªaszczyzn¦,

gdzie Tr (Wiρ) = 0. Za pomoc¡ ±wiadka spl¡tania mo»emy wykry¢ te stany, dla których

Tr (Wiρ) < 0, czyli na rysunku znajduj¡ si¦ po prawej stronie linii. Dla optymalnego

±wiadka spl¡tania hiperpªaszczyzna powinna by¢ styczna do zbioru stanów separowalnych,

czyli musi istnie¢ stan separowalny ρsep dla którego Tr (Wρsep) = 0. W przedstawionym

przykªadzie ±wiadek W1 jest bardziej precyzyjny ni» W2, gdy» wykrywa wi¦ksz¡ liczb¦

stanów spl¡tanych.

Rysunek 7.2. Zbiory stanów spl¡tanych i wyodr¦bniony w nim zbiór stanów separowalnych. Linie
ci¡gªe oznaczaj¡ hiperpªaszczyzny, gdzie dla ±wiadków spl¡tania Tr (Wiρ) = 0. Dla optymalnego
±wiadka spl¡tania hiperpªaszczyzna powinna by¢ styczna do zbioru stanów separowalnych. �wia-

dek W1 jest bardziej precyzyjny ni» W2, gdy» wykrywa wi¦ksz¡ liczb¦ stanów spl¡tanych.

7.3. Detekcja spl¡tania kwantowego za pomoc¡ nieidealnych

detektorów ferromagnetycznych

Pr¡d elektryczny jest strumieniem elektronów charakteryzuj¡cych si¦ ªadunkiem ele-

mentarnym i spinem. Typowymi materiaªami wykorzystywanymi w ukªadach elektronicz-

nych s¡ póªprzewodniki, a poniewa» materiaªy te s¡ niemagnetyczne, spin elektronu nie

odgrywa istotnej roli w przepªywie pr¡du elektrycznego. W tych ukªadach wkªad do pr¡du

elektrycznego pochodz¡cy od elektronów o przeciwnych spinach jest taki sam i s¡ one

nierozró»nialne. Spin elektronu zaczyna odgrywa¢ istotn¡ rol¦ w przypadku, gdy do bu-

dowy ukªadów elektronicznych zastosujemy materiaªy ferromagnetyczne, czyli materiaªy

o bardzo silnych wªasno±ciach magnetycznych. W takich ukªadach b¦dzie istniaª pewien
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wyró»niony kierunek wynikaj¡cy z kierunku magnetyzacji, co prowadzi do spinowej po-

laryzacji elektronów, czyli spin elektronu zwrócony b¦dzie przeciwnie lub zgodnie do kie-

runku magnetyzacji. Wi¦kszo±¢ procesów rozpraszania elektronów, odpowiadaj¡cych za

powstanie oporu elektrycznego, nie zmienia ich spinu, co skutkuje podziaªem kanaªu trans-

portu elektronów na dwa kanaªy spinowe, dla elektronów o spinie zgodnym i przeciwnym

do kierunku magnetyzacji. Dwukanaªowy model transportu elektronowego w metalach

magnetycznych zostaª zaproponowany w 1964 roku przez Motta [102]. W materiaªach

ferromagnetycznych g¦sto±ci stanów elektronowych na poziomie Fermiego dla obu kierun-

ków spinu s¡ ró»ne, co prowadzi do asymetrii wªasno±ci transportowych w obu kanaªach

spinowych. Prawdopodobie«stwo rozpraszania elektronów w jednym kanale spinowym jest

wi¦ksze ni» prawdopodobie«stwo rozpraszania elektronów o spinie przeciwnym. Wynika

to z ró»nicy liczby dost¦pnych stanów, do których elektron mo»e zosta¢ rozproszony, co

jest podstaw¡ zjawiska gigantycznego magnetooporu GMR. W przypadku du»ej asyme-

trii g¦sto±ci stanów na poziomie Fermiego mo»liwe jest uzyskanie pr¡du elektrycznego

skªadaj¡cego si¦ z elektronów o spinie w jednym kierunku. Zastosowanie ferromagnetycz-

nych detektorów pozwala na zamian¦ informacji o spinie elektronu na sygnaª ªadunkowy,

mo»liwy do eksperymentalnego zarejestrowania.

Analizowany ukªad skªada si¦ ze ¹ródªa spl¡tanych elektronów poª¡czonego z dwoma

kanaªami przewodzenia (elektronów) A i B, w których znajduj¡ si¦ detektory ferroma-

gnetyczne. Schemat ukªadu przedstawiony jest na Rysunku 7.3.

Rysunek 7.3. Schemat ukªadu do detekcji stanu spl¡tania kwantowego. �ródªo wysyªa par¦ elek-
tronów w stanie opisanym operatorem g¦sto±ci ρAB. Rozdzielona para elektronów za pomoc¡
dwóch kanaªów transportowych A i B jest przesyªana do detektorów ferromagnetycznych cha-

rakteryzuj¡cych si¦ polaryzacj¡ spinow¡ p

Zakªadamy, »e ¹ródªo emituje pary elektronów w stanie singletowym:

∣∣∣Ψ−〉
AB

=
1√
2

(|↑〉A ⊗ |↓〉B − |↓〉A ⊗ |↑〉B) , (7.12)

które przesyªane s¡ w sposób rozdzielony do detektorów za pomoc¡ odpowiednio elek-

tron pierwszy kanaªem transportowym A i elektron drugi kanaªem transportowym B.
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W rzeczywistym eksperymencie, wytwarzany przez ¹ródªo stan kwantowy ulega wpªywowi

zewn¦trznych ¹ródeª szumu i dekoherencji (omówionych w dalszej cz¦±ci pracy). W rezul-

tacie stan spl¡tany (7.12) przechodzi w stan mieszany. Posta¢ nowego stanu zale»y od

sposobu oddziaªywania z otoczeniem. Najcz¦±ciej modelowany jest on za pomoc¡ stanu

Wernera [103], czyli poª¡czenia stanu maksymalnie spl¡tanego oraz szumu biaªego:

ρWAB (λ) = λ
∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−

∣∣∣
AB

+ (1− λ)
I

4
, (7.13)

gdzie 0 ≤ λ ≤ 1 jest parametrem widzialno±ci, a I oznacza operator jednostkowy (iden-

tyczno±ci), za pomoc¡ którego modelowany jest szum biaªy. Pokazano, »e stan Wernera

jest stanem spl¡tanym dla λ > 1/3 [104].

7.3.1. Polaryzacja spinowa i pomiar spinu elektronu

W materiaªach ferromagnetycznych g¦sto±ci stanów elektronów na poziomie Fermiego

s¡ ró»ne dla ró»nych spinów, N↑ (EF ) 6= N↓ (EF ). Parametrem charakteryzuj¡cym ukªady

ferromagnetyczne jest polaryzacja spinowa, zde�niowana jako:

p =
N↑ (EF )−N↓ (EF )

N↑ (EF ) +N↓ (EF )
, (7.14)

gdzie N↑ (EF ) i N↓ (EF ) oznaczaj¡ g¦sto±ci stanów dla spinów w gór¦ i w dóª (wi¦k-

szo±ciowe i mniejszo±ciowe no±niki ªadunku elektrycznego). Idealny detektor ferromagne-

tyczny charakteryzowaªby si¦ polaryzacj¡ spinow¡ p = 1. W typowych materiaªach fer-

romagnetycznych (np. Ni, Co, Fe) polaryzacja spinowa jest mniejsza od 1, co oznacza

Nσ (EF ) , Nσ̄ (EF ) > 0. Rysunek 7.4 przedstawia spinowo zale»ne g¦sto±ci stanów dla

metali ferromagnetycznych Fe, Co, Ni oraz dla diamagnetycznej Cu [105]. Naszym celem

jest okre±lenie wymaga« (minimalna polaryzacja spinowa), jakie musz¡ speªnia¢ detektory

ferromagnetyczne, aby wykry¢ stan spl¡tania kwantowego.

Za pomoc¡ detektorów ferromagnetycznych chcemy zmierzy¢ rzut stanu spinowego na

|↑〉~n oraz |↓〉~n, okre±lone przez kierunek magnetyzacji detektorów ~n. Dla idealnych detek-

torów dokonujemy pomiaru von Neumanna opisanego za pomoc¡ operatorów rzutowania:

P↑ = |↑〉 〈↑|~n , (7.15)

P↓ = |↓〉 〈↓|~n . (7.16)
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Rysunek 7.4. G¦sto±ci stanów Fe, Co, Ni, Cu otrzymane za pomoc¡ samozgodnych oblicze«
struktury pasm [105].

Prawdopodobie«stwo otrzymania wyniku i ∈ {↑, ↓}~n podczas pomiaru stanu jednego

spinu ρ dane jest przez:

ηi = Tr (Piρ) . (7.17)

W przypadku nieidealnych detektorów ferromagnetycznych, gdzie na poziomie Fermiego

g¦sto±ci stanów obu spinów s¡ wi¦ksze od zera, istnieje niezerowe prawdopodobie«stwo

dokonania bª¦dnego pomiaru, np. stan |↑〉~n mo»e zosta¢ zmierzony jako |↓〉~n. Pomiar przy

u»yciu nieidealnych detektorów opisuje si¦ za pomoc¡ operatorów miary dodatniej POVM

(positive-operator valued measure) [13, 106]. POVM de�niuje si¦ jako zbiór operatorów

Mi speªniaj¡cych warunki:

Mi = M †
i , (7.18)

∑
i

Mi = I . (7.19)

Dla analizowanego pomiaru operatory Mi mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cy sposób:

M↑ = Γ+ |↑〉 〈↑|~n + Γ− |↓〉 〈↓|~n , (7.20)
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M↓ = Γ+ |↓〉 〈↓|~n + Γ− |↑〉 〈↑|~n , (7.21)

gdzie Γ+ + Γ− = 1. Mo»na powi¡za¢ Γ+ i Γ− z zale»n¡ od spinu g¦sto±ci¡ stanów Nσ

detektorów ferromagnetycznych, poprzez:

Γ+ =
N↑

N↑ +N↓
, (7.22)

Γ− =
N↓

N↑ +N↓
, (7.23)

lub za pomoc¡ polaryzacji spinowej:

Γ± =
1± p

2
. (7.24)

Wówczas równania (7.20) i (7.21) mo»emy zapisa¢ w postaci:

M↑ =
1

2
(1 + p) |↑〉 〈↑|~n +

1

2
(1− p) |↓〉 〈↓|~n , (7.25)

M↓ =
1

2
(1 + p) |↓〉 〈↓|~n +

1

2
(1− p) |↑〉 〈↑|~n , (7.26)

gdzie polaryzacja p ∈ [0, 1] jest równie» miar¡ sprawno±ci detektorów ferromagnetycznych.

Stan spinu jest wykrywany z prawdopodobie«stwem:

η̃i = Tr (Miρ) . (7.27)

Dla p = 1, czyli dla polaryzacji idealnych detektorów, równania (7.25) i (7.26) przechodz¡

odpowiednio w równania (7.15) i (7.16).

Pomiar spinu elektronu wzdªu» kierunku ~n, za pomoc¡ idealnych detektorów (p = 1),

mo»na zapisa¢ jako warto±¢ oczekiwan¡ operatora:

σ̂~n = P↑ − P↓ , (7.28)

gdzie σ̂~n = ~σ · ~n, a ~σ jest wektorem zawieraj¡cym macierze Pauliego. Pomiar za pomoc¡

nieidealnych detektorów (p<1) jest równowa»ny pomiarowi obserwabli σ̂(p)
~n :

σ̂
(p)
~n = M↑ −M↓ . (7.29)

Z równa« (7.25) i (7.26) wynika zwi¡zek σ̂
(p)
~n = pσ̂~n, który podkre±la rol¦ polaryzacji
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spinowej jako miary sprawno±ci procesu detekcji, gdy» dla p = 1 dokonujemy dokªadnego

pomiaru, dla p = 0 nie mo»emy zmierzy¢ spinu elektronu, a dla 0 < p < 1 informacja

o spinie jest cz¦±ciowa.

7.3.2. Równowa»no±¢ nieidealnego pomiaru i kanaªu depolaryzacyjnego

Do tej pory zde�niowali±my stan wej±ciowy spinu ρ oraz pomiar spinu dla nieidealnych

detektorów. W tej cz¦±ci pracy wyka»emy, »e u»ycie tego rodzaju nieidealnego pomiaru

jest równowa»ne pewnemu operatorowi depolaryzuj¡cemu E(ρ) dziaªaj¡cemu na stan ρ

w kanaªach transportowych i pomiarowi przy u»yciu idealnych detektorów ferromagne-

tycznych (p = 1). Schematycznie zostaªo to pokazane na Rysunku 7.5.

Rysunek 7.5. Schemat ukªadu do detekcji stanu spl¡tania kwantowego z a) nieidealnymi detekto-
rami ferromagnetycznymi (p < 1), b) równowa»ny ukªad z kanaªem depolaryzacyjnym i idealnymi
detektorami ferromagnetycznymi (p = 1). �ródªo spl¡tanych elektronów poª¡czone jest z ideal-
nymi detektorami ferromagnetycznymi za pomoc¡ kanaªów transportowych, w których mo»liwa

jest depolaryzacja.

Kanaª depolaryzuj¡cy de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób [13]:

E (ρ) = pρ+
1

2
(1− p) I . (7.30)

Chcemy pokaza¢, »e dla dowolnej obserwabli O speªnione jest wyra»enie:

Tr[OE(ρ)] = Tr[E(O)ρ] . (7.31)
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Aby dowie±¢ powy»szej równo±ci dokonujemy przeksztaªcenia (7.30) podstawiaj¡c p′ =

1+3p
4

oraz wstawiaj¡c macierze Pauliego σ̂i:

E (ρ) = p′ρ+
1− p′

3
(σ̂xρσ̂x + σ̂yρσ̂y + σ̂zρσ̂z) . (7.32)

Przeksztaªcaj¡c ±lad Tr[OE(ρ)] otrzymujemy:

Tr [OE (ρ)] = Tr
[
Op′ρ+

1− p′

3
(Oσ̂xρσ̂x +Oσ̂yρσ̂y +Oσ̂zρσ̂z)

]

= Tr
[
p′Oρ+

1− p′

3
(σ̂xOσ̂xρ+ σ̂yOσ̂yρ+ σ̂zOσ̂zρ)

]
= Tr [E (O) ρ] , (7.33)

gdzie skorzystali±my z liniowo±ci ±ladu macierzy oraz niezmienniczo±ci wzgl¦dem cyklicz-

nych permutacji wewn¦trznych macierzy. Mo»na zaobserwowa¢, »e:

E(Pi) = Mi , (7.34)

co w poª¡czeniu z równaniem (7.31), pokazuje na równowa»no±¢ nieidealnych detektorów

i mechanizmu depolaryzuj¡cego z równania (7.30) z idealnymi detektorami:

Tr(Miρ) = Tr[PiE(ρ)] . (7.35)

Przedstawiona w niniejszym podrozdziale równowa»no±¢ detekcji za pomoc¡ nieideal-

nych detektorów i kanaªu depolaryzuj¡cego pozwala na uªatwienie oblicze« przedstawio-

nych w dalszej cz¦±ci pracy.

7.3.3. �wiadek spl¡tania

Zakªadamy, »e naszym celem jest detekcja maksymalnie spl¡tanego, spinowego stanu

singletowego opisanego przez macierz g¦sto±ci w bazie kanonicznej:

ρAB =
∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−

∣∣∣ =



0 0 0 0

0 1
2
−1

2
0

0 −1
2

1
2

0

0 0 0 0


. (7.36)
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Korzystaj¡c z de�nicji (7.6) dokonujemy cz¦±ciowej transpozycji macierzy g¦sto±ci stanu

singletowego:

ρTBAB =



0 0 0 −1
2

0 1
2

0 0

0 0 1
2

0

−1
2

0 0 0


. (7.37)

Warto±ci wªasne otrzymanej macierzy wynosz¡ {−1
2
, 1

2
, 1

2
, 1

2
}, a wektor wªasny |ϕ〉 odpo-

wiadaj¡cy ujemnej warto±ci wªasnej
(
−1

2

)
ma posta¢:

|ϕ〉 =



1

0

0

1


. (7.38)

Operator ±wiadka spl¡tania otrzymujemy korzystaj¡c z de�nicji (7.11):

W = |ϕ〉 〈ϕ|TBAB =



1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1



TB

=



1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


. (7.39)

Uzyskany ±wiadek spl¡tania mo»e zosta¢ przedstawiony za pomoc¡ macierzy jednostko-

wej oraz iloczynów tensorowych wszystkich trzech macierzy Pauliego, jako korelatorów

spinowych [99, 101]:

W =
1

2
(I + σ̂x ⊗ σ̂x + σ̂y ⊗ σ̂y + σ̂z ⊗ σ̂z) . (7.40)

Pomiar za pomoc¡ korelatorów spinowych polega na pomiarze rzutu spinów elektronów

w obu kanaªach transportowych na wybrane kierunki i analizie korelacji mi¦dzy uzyska-

nymi wynikami. Je»eli dla danego zestawu par elektronów ka»dy pomiar spinów, wzdªu»

jednego kierunku, wyka»e uporz¡dkowanie równolegªe, to korelator spinowy σ̂iA ⊗ σ̂iB
b¦dzie wynosiª 1, a dla kon�guracji antyrównolegªej −1. Je»eli obie mo»liwe kon�guracje

b¦d¡ wyst¦powaªy z jednakowym prawdopodobie«stwem, to warto±¢ korelatora spino-

wego wynosi¢ b¦dzie 0. Pomiar za pomoc¡ korelatorów spinowych zostaª przedstawiony

schematycznie na Rysunku 7.6.
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Rysunek 7.6. Dokonujemy pomiaru spinu wzdªu» wybranego kierunku (np. z) σ̂z,A/B spinów
pary elektronów w obu kanaªach transportowych A i B. Je»eli dla wszystkich zmierzonych par
elektronów otrzymamy kon�guracj¦ równolegª¡, to korelator spinowy σ̂z,A ⊗ σ̂z,B b¦dzie miaª
warto±¢ 1, je»eli otrzymamy kon�guracj¦ antyrównolegª¡ otrzymamy−1, a je»eli obie kon�guracje
b¦d¡ wyst¦powaªy z jednakowym prawdopodobie«stwem warto±¢ korelatora spinowego b¦dzie

wynosi¢ 0.

Dla ukªadu, w którym mamy do czynienia z czystym stanem singletowym (7.12) ope-

rator ±wiadka spl¡tania mo»na przedstawi¢ w postaci [107]:

W(p) =
1

2

(
I + σ̂(p)

x ⊗ σ̂(p)
x + σ̂(p)

y ⊗ σ̂(p)
y + σ̂(p)

z ⊗ σ̂(p)
z

)
. (7.41)

Mo»na pokaza¢, »e warto±¢ oczekiwana ±wiadka, dla stanu singletowego wynosi:

〈
W(p)

〉
≡ Tr

[
W(p)ρAB

]
=

1

2

(
1− 3p2

)
. (7.42)

Zgodnie z de�nicj¡ operatora ±wiadka spl¡tania (7.8) wymagane jest, aby otrzymana

warto±¢ oczekiwana byªa ujemna, co jest speªnione dla polaryzacji spinowej:

p >
1√
3
≈ 0.58 . (7.43)

Uzyskana warto±¢ polaryzacji spinowej okre±la doln¡ granic¦ jako±ci detektorów ferroma-

gnetycznych, niezb¦dn¡ do wykrycia singletowego stanu spl¡tanego.

Poniewa» pomiar obu elektronów odbywa si¦ niezale»nie, z tak¡ sam¡ sprawno±ci¡

p, mo»emy potraktowa¢ pomiar za pomoc¡ nieidealnych detektorów ferromagnetycznych

jako przej±cie ka»dej cz¡stki przez niezale»ny kanaª depolaryzuj¡cy, co w rezultacie daje

stan Wernera [13, 108]:

EA ⊗ EB
(∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−

∣∣∣
AB

)
= p2

∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−
∣∣∣
AB

+
(
1− p2

) I
4
≡ ρWAB

(
p2
)
, (7.44)
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gdzie parametrowi widzialno±ci λ odpowiada kwadrat polaryzacji spinowej p2, a nast¦pnie

pomiar przez idealne detektory z warto±ci¡ oczekiwan¡:

〈W〉 ≡ Tr
[
WρWAB

(
p2
)]

, (7.45)

co jak mo»na pokaza¢ daje wynik zgodny z przedstawionym w równaniu (7.42).

Poniewa» rzeczywiste detektory ferromagnetyczne wytwarzane s¡ w ukªadach war-

stwowych pojawi¢ si¦ mo»e trudno±¢ w pomiarze korelatorów spinowych w kierunku pro-

stopadªym do pªaszczyzny detektora. W celu wyeliminowania tego problemu mo»liwe jest

zastosowanie operatora ±wiadka spl¡tania o zredukowanej liczbie korelatorów spinowych,

odpowiadaj¡cych pomiarowi w pªaszczy¹nie xy [107, 109, 110, 111]:

Vxy =
1

2
(I + σ̂x ⊗ σ̂x + σ̂y ⊗ σ̂y) . (7.46)

Podobnie jak poprzednio mo»emy obliczy¢ minimaln¡ polaryzacj¦ spinow¡ niezb¦dn¡ dla

detekcji spinowego stanu singletowego:

〈Vxy〉 ≡ Tr
[
VxyρWAB

(
p2
)]

=
1

2

(
1− 2p2

)
, (7.47)

co daje warto±¢ ujemn¡ dla polaryzacji spinowej:

p >
1√
2
≈ 0.71 . (7.48)

Dla izotropowego ukªadu warunek ten jest speªniony tak»e dla pomiarów wzdªu» pozo-

staªych kierunków, za pomoc¡ ±wiadków spl¡tania:

Vxz =
1

2
(I + σ̂x ⊗ σ̂x + σ̂z ⊗ σ̂z) , (7.49)

Vyz =
1

2
(I + σ̂y ⊗ σ̂y + σ̂z ⊗ σ̂z) . (7.50)

Porównuj¡c wymagane polaryzacje (7.43) i (7.48), widzimy, »e ograniczenie liczby korela-

torów spinowych, a wi¦c ªatwiejszy pomiar, wymusza zastosowanie detektorów o lepszej

jako±ci (wi¦kszej polaryzacji spinowej). W Dodatku B zostaª przedstawiony dowód, »e

zaproponowane operatory W , Vxy, Vxz, Vyz s¡ rzeczywi±cie ±wiadkami spl¡tania.
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7.3.4. Nierówno±ci Bella - nierówno±¢ CHSH

W poprzednim podrozdziale przedstawione zostaªy wymagania stawiane detektorom

ferromagnetycznym, aby mo»liwe byªo zastosowanie detekcji za pomoc¡ operatora ±wiadka

spl¡tania. Kolejnym krokiem jest sprawdzenie, jakie wymagania musz¡ zosta¢ speªnione

aby mo»na byªo przetestowa¢ ªamanie nierówno±ci Bella i porównanie wymaganej pola-

ryzacji spinowej z detekcj¡ za pomoc¡ ±wiadka spl¡tania.

�amanie nierówno±ci Bella przeanalizujemy na przykªadzie nierówno±ci CHSH. Ope-

rator zwi¡zany z nierówno±ci¡ CHSH (7.1) ma posta¢ [112]:

BCHSH = ~a · ~̂σ ⊗
(
~b+ ~d

)
· ~̂σ + ~c · ~̂σ ⊗

(
~b− ~d

)
· ~̂σ , (7.51)

gdzie ~a,~b, ~c i ~d s¡ arbitralnymi wektorami jednostkowymi. Wówczas nierówno±¢ CHSH (7.1)

ma posta¢: ∣∣∣〈BCHSH〉ρAB ∣∣∣ ≤ 2 . (7.52)

Maksymalne ªamanie nierówno±ci,
∣∣∣〈BCHSH〉ρAB ∣∣∣ = 2

√
2 dla stanu singletowego, nast¦puje

dla kierunków pomiaru:

~a = (1, 0, 0) , (7.53)

~b =
1√
2

(1, 0, 1) , (7.54)

~c = (0, 0, 1) , (7.55)

~d =
1√
2

(1, 0,−1) . (7.56)

Jak pokazano w pracy Horodeckich [112], ukªad skªadaj¡cy si¦ z dwóch kubitów, ρAB

ªamie nierówno±¢ CHSH wtedy, gdy:

max
BCHSH

∣∣∣〈BCHSH〉ρAB ∣∣∣ =
√
ς1 + ς2 > 1 , (7.57)

gdzie ς1 ≥ ς2 ≥ ς3 s¡ uporz¡dkowanymi warto±ciami wªasnymi macierzy RTR, gdzie:

Rij = Tr [(σ̂i ⊗ σ̂j) ρAB] . (7.58)

Podstawiaj¡c O = BCHSH w równaniu (7.31), pomiar maksymalnie spl¡tanego stanu za

pomoc¡ nieidealnych detektorów mo»e by¢ zamieniony na pomiar stanu Wernera (7.44)

idealnymi detektorami ferromagnetycznymi. Mo»na pokaza¢, »e wszystkie warto±ci wªasne
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RTR maj¡ posta¢ ςi = p4. Korzystaj¡c z równania (7.57) otrzymujemy wymagan¡ spinow¡

polaryzacj¦ detektorów, niezb¦dn¡ do wykrycia ªamania nierówno±ci CHSH [113]:

p >
1
4
√

2
≈ 0.84 . (7.59)

Uzyskany wynik pokazuje, »e detekcja stanu spl¡tania kwantowego za pomoc¡ te-

stowania ªamania nierówno±ci Bella wymaga detektorów o wysokiej polaryzacji spinowej.

Zatem w analizowanym ukªadzie detekcja za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania pozwala

na stosowanie ªatwiej dost¦pnych, mniej idealnych ferromagnetycznych detektorów.

7.3.5. Nieidealne ¹ródªo spl¡tanych elektronów

W poprzednich podrozdziaªach rozpatrywali±my detekcj¦ czystego singletowego stanu

spinowego (7.12) za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania i nierówno±ci Bella. Rozpatrzmy

teraz wpªyw nieidealnego ¹ródªa spl¡tanych elektronów na wymagania stawiane detekto-

rom ferromagnetycznym. Stan wej±ciowy, otrzymywany przez nieidealne ¹ródªo elektro-

nów w stanie spl¡tanym, modelujemy za pomoc¡ stanu Wernera (7.13) z parametrem

widzialno±ci λ. Obrazuj¡c pomiar nieidealnymi detektorami za pomoc¡ kanaªów depola-

ryzuj¡cych i idealnego pomiaru otrzymujemy:

EA ⊗ EB
(
ρWAB (λ)

)
= λp2

∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−
∣∣∣
AB

+
(
1− λp2

) I
4
≡ ρWAB

(
λp2

)
, (7.60)

czyli stan Wernera z parametrem widzialno±ci λp2. Post¦puj¡c analogicznie do oblicze«

przestawionych dla stanu (7.44) otrzymujemy warto±ci oczekiwane operatorów ±wiadka

spl¡tania:

〈W〉 ≡ Tr
[
WρWAB

(
λp2

)]
=

1

2

(
1− 3λp2

)
, (7.61)

〈Vxy〉 ≡ Tr
[
VxyρWAB

(
λp2

)]
=

1

2

(
1− 2λp2

)
, (7.62)

oraz 〈Vxy〉 = 〈Vxz〉 = 〈Vyz〉 z uwagi na symetri¦ stanu ρWAB (λp2). Podobnie otrzymujemy

warunek ªamania nierówno±ci CHSH:

2λ2p4 > 1 . (7.63)

Na Rysunku 7.6 zostaªy przedstawione zakresy stosowalno±ci operatorów ±wiadka spl¡ta-

nia oraz nierówno±ci CHSH w funkcji spinowej polaryzacji p oraz parametru widzialno±ci

λ dla detekcji stanu Wernera. Jak mo»na byªo przypuszcza¢, zwi¦kszenie poziomu szumu
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wymaga lepszych detektorów ferromagnetycznych charakteryzuj¡cych si¦ wi¦ksz¡ polary-

zacj¡ spinow¡.

Rysunek 7.7. Zakresy stosowalno±ci operatorów ±wiadka spl¡tania W i Vxy oraz nierówno±ci
CHSH, w zale»no±ci od polaryzacji spinowej p i parametru widzialno±ci λ. Najwi¦kszy zakres sto-
sowalno±ci pod wzgl¦dem polaryzacji spinowej i parametru widzialno±ci otrzymujemy dla ±wiadka

spl¡tania W.

7.3.6. Relaksacja spinowa i rozfazowanie

Wpªyw relaksacji i rozfazowania spinów elektronów w rzeczywistych kanaªach trans-

portowych nie jest opisany przez stan Wernera i warto przeanalizowa¢ ich wpªyw. W celu

uwzgl¦dnienia wspomnianych efektów skorzystamy z fenomenologicznego modelu spinowej

dekoherencji (równania Blocha) u»ywanego w celu otrzymania granicznych czasów relak-

sacji T1 i rozfazowania T2 w detekcji stanu spl¡tanego za pomoc¡ ªamania nierówno±ci

CHSH [114, 115].

Spinow¡ dekoherencj¦ mo»na opisa¢ za pomoc¡ kanaªu Λ, który dziaªa na ka»d¡ cz¡stk¦

w nast¦puj¡cy sposób:

|↑〉 〈↑| Λ−→ 1 + ω1

2
|↑〉 〈↑|+ 1− ω1

2
|↓〉 〈↓| , (7.64)

|↓〉 〈↓| Λ−→ 1 + ω1

2
|↓〉 〈↓|+ 1− ω1

2
|↑〉 〈↑| , (7.65)
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|↑〉 〈↓| Λ−→ ω2 |↑〉 〈↓| , (7.66)

|↓〉 〈↑| Λ−→ ω2 |↓〉 〈↑| , (7.67)

gdzie ω1 = exp (−tL/T1), ω2 = exp (−tL/T2), T1 i T2 oznaczaj¡ odpowiednio czasy spi-

nowej relaksacji i rozfazowania, które pochodza z równa« Blocha dla spinów elektronu,

tL = L/vF jest czasem balistycznej transmisji poprzez kanaª transportowy o dªugo±ci L,

vF oznacza pr¦dko±¢ Fermiego. W tym modelu czas rozfazowania zawiera czyste rozfazo-

wanie, jak równie» rozfazowanie wynikaj¡ce z procesów relaksacyjnych, które w ogólno±ci

s¡ powi¡zane w nast¦puj¡cy sposób:

1

T2

=
1

2T1

+
1

T ∗2
, (7.68)

gdzie T ∗2 jest czasem charakteryzuj¡cym pr¦dko±¢ rozfazowania precesji momentów ma-

gnetycznych. W szczególnym przypadku, dla czystej relaksacji ( 1
T ∗2

= 0), speªniona jest

zale»no±¢ T2 = 2T1.

Zakªadaj¡c, »e dekoherencja i relaksacja przebiegaj¡ w ka»dym kanale niezale»nie od

siebie, czysty stan singletowy przechodzi w stan:

ρdecohAB = ΛA ⊗ ΛB

(∣∣∣Ψ−〉 〈Ψ−
∣∣∣
AB

)
, (7.69)

który nie jest stanem Wernera, ale jest diagonalny w bazie Bella.

Warto±ci oczekiwane operatorów ±wiadka spl¡tania wynosz¡:

〈W〉 ≡ Tr
(
WρdecohAB

)
=

1

2

(
1− ω2

1 − 2ω2
2

)
, (7.70)

〈Vxy〉 ≡ Tr
(
VxyρdecohAB

)
=

1

2
− ω2

2 , (7.71)

〈Vxz〉 ≡ Tr
(
VxzρdecohAB

)
=

1

2

(
1− ω2

1 − ω2
2

)
, (7.72)

〈Vyz〉 ≡ Tr
(
VyzρdecohAB

)
=

1

2

(
1− ω2

1 − ω2
2

)
. (7.73)

Istotn¡ ró»nic¡ w porównaniu do poprzednio uzyskanych warto±ci ±wiadka spl¡tania, jest

brak symetrii dla zredukowanych ±wiadków spl¡tania 〈Vij〉. Wynika to niesymetrycznego

charakteru dekoherencji opisanej równaniami (7.64) - (7.67).
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Warunek ªamania nierówno±ci CHSH ma posta¢:

max
{

2ω4
2, ω

4
1 + ω4

2

}
> 1 . (7.74)

Maksymalne ªamanie nierówno±ci CHSH, dla T1 < T2 nast¦puje przy wyborze kierunków:

~a = (1, 0, 0) , (7.75)

~b =
1√
2

(−1,−1, 0) , (7.76)

~c = (0, 1, 0) , (7.77)

~d =
1√
2

(−1, 1, 0) , (7.78)

a dla T1 > T2:

~a = (0, 0, 1) , (7.79)

~b = (− sin θ, 0,− cos θ) , (7.80)

~c = (1, 0, 0) , (7.81)

~d = (sin θ, 0,− cos θ) , (7.82)

gdzie:

sin θ =
1√

1 + exp (−4Θ)
, (7.83)

cos θ =
1√

1 + exp (4Θ)
, (7.84)

Θ = tL

(
1

T1

− 1

T2

)
. (7.85)

Na Rysunku 7.8 zostaªy przedstawione zakresy tL/T1 i tL/T2, dla których warto±ci ±rednie

operatorów ±wiadka spl¡tania s¡ ujemne, czyli obszary w których ±wiadek spl¡tania wy-

krywa stan spl¡tany, oraz granic¦ ªamania nierówno±ci CHSH. Na podstawie otrzymanego

wykresu widzimy, »e detekcja stanu spl¡tania kwantowego za pomoc¡ operatora ±wiadka

spl¡tania jest mo»liwa w szerszym zakresie czasów relaksacji i rozfazowania, w porównaniu

z detekcj¡ za pomoc¡ testowania ªamania nierówno±ci CHSH.

Analiz¦ powy»sz¡ mo»na uogólni¢ na stan Wernera, stosuj¡c podej±cie w którym stan

pocz¡tkowy ρWAB przechodzi przez kanaªy transportowe, gdzie nast¦puje relaksacja i deko-

herencja (ΛA ⊗ ΛB) oraz depolaryzacja (EA ⊗ EB), a nast¦pnie dokonywany jest pomiar
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Rysunek 7.8. Zakresy ujemno±ci operatorów ±wiadka spl¡tania i ªamania nierówno±ci CHSH.

za pomoc¡ idealnych detektorów. Przej±cie przez kanaªy transportowe powoduje zmian¦

stanu na:

EA ⊗ EB
(
ΛA ⊗ ΛB

(
ρWAB (λ)

))
= ΛA ⊗ ΛB

(
EA ⊗ EB

(
ρWAB (λ)

))
= ΛA ⊗ ΛB

(
ρWAB

(
λp2

))
= ρdecohAB

(
λp2

)
. (7.86)

Na podstawie otrzymanego wyra»enia mo»emy obliczy¢ warto±ci oczekiwane ±wiadków

spl¡tania:

〈W〉 ≡ Tr
(
WρdecohAB

(
λp2

))
=

1

2

[
1− λp2

(
ω2

1 + 2ω2
2

)]
, (7.87)

〈Vxy〉 ≡ Tr
(
VxyρdecohAB

(
λp2

))
=

1

2
− λp2ω2

2 , (7.88)

〈Vxz〉 = 〈Vyz〉 ≡ Tr
(
VyzρdecohAB

(
λp2

))
=

1

2

[
1− λp2

(
ω2

1 + ω2
2

)]
. (7.89)

Spl¡tanie kwantowe jest wykrywane wtedy, gdy powy»sze warto±ci s¡ ujemne. �amanie

nierówno±ci CHSH nast¦puje wtedy, gdy speªniony jest warunek:

max
{

2λ2p4ω4
2, λ

2p4
(
ω4

1 + ω4
2

)}
> 1 . (7.90)

Wyra»enia (7.87) - (7.90) pokazuj¡, »e obecno±¢ relaksacji spinowej i rozfazowania wymu-

sza stosowanie detektorów o wy»szej polaryzacji spinowej i ¹ródeª spl¡tanych par elektro-
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nów charakteryzuj¡cych si¦ wi¦kszym parametrem widzialno±ci λ, w celu wykrycia stanu

spl¡tanego.

7.3.7. Asymetryczne detektory ferromagnetyczne

Poprzednio ograniczyli±my si¦ do ukªadu, w którym detektory ferromagnetyczne cha-

rakteryzowaªy si¦ identyczn¡ polaryzacj¡ spinow¡ p. Rozpatrzmy teraz ukªad, w którym

polaryzacje detektorów s¡ ró»ne i wynosz¡ pA i pB. Stan Wernera po przej±ciu przez kanaªy

depolaryzuj¡ce, przy zaªo»eniu asymetrii detektorów pA 6= pB, b¦dzie miaª posta¢ [116]:

EA ⊗ EBρWAB (λ) = ρWAB (λpApB) . (7.91)

Warto±ci oczekiwane operatorów ±wiadka spl¡tania wynosz¡:

〈W〉 ≡ Tr
(
WρWAB (λpApB)

)
=

1

2
(1− 3λpApB) , (7.92)

〈Vxy〉 = 〈Vxz〉 = 〈Vyz〉 ≡ Tr
(
VyzρWAB (λpApB)

)
=

1

2
(1− 2λpApB) . (7.93)

W celu detekcji za pomoc¡ ªamania nierówno±¢ CHSH konieczne jest speªnienie warunku:

1−
√

2λpApB < 0 . (7.94)

Rysunek 7.9 przedstawia wymagan¡ polaryzacj¦ spinow¡ asymetrycznych detektorów fer-

romagnetycznych do detekcji stanu spl¡tania kwantowego, dla λ = 0.9

Dzi¦ki zastosowaniu jednego detektora ferromagnetycznego o wysokiej polaryzacji spi-

nowej, mo»emy obni»y¢ wymagania wobec drugiego detektora. Minimalna polaryzacja

spinowa pojedynczego detektora przy detekcji za pomoc¡ ±wiadka spl¡tania W wynosi

p = 1/3, jednak»e drugi detektor musi by¢ wówczas idealny (p = 1), przy zaªo»eniu, »e

¹ródªo cechuje si¦ idealn¡ widzialno±ci¡ λ = 1.

7.4. Podsumowanie

Zaproponowane przez nas zastosowanie operatora ±wiadka spl¡tania, jako metody de-

tekcji stanu spl¡tania kwantowego elektronów pozwala na obni»enie wymaga« wobec de-

tektorów ferromagnetycznych, w porównaniu do detekcji za pomoc¡ ªamania nierówno±ci

CHSH. Jednak»e obni»enie wymaganej polaryzacji do poziomu 58% (dla symetrycznego
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Rysunek 7.9. Zakresy polaryzacji spinowej asymetrycznych detektorów pA i pB, w których mo»-
liwa jest detekcja stanu spl¡tania kwantowego za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania i testowa-

nia ªamania nierówno±ci CHSH, dla ¹ródªa o parametrze widzialno±ci λ = 0.9.

ukªadu) w dalszym ci¡gu stanowi wyzwanie dla eksperymentatorów, gdy» powszechnie

u»ywane detektory ferromagnetyczne (np. Ni, Co, Fe), charakteryzuj¡ si¦ polaryzacj¡ spi-

now¡ na poziomie 30-50%. W zwi¡zku z tym konieczne jest zastosowanie nowych materia-

ªów ferromagnetycznych o wy»szej polaryzacji spinowej. W zasadzie, polaryzacj¦ zbli»on¡

do 100% powinno si¦ uzyska¢ dla póªmetali, ale mo»na spotka¢ w literaturze doniesienia

o ró»nych materiaªach charakteryzuj¡cych si¦ wysok¡ polaryzacj¡ spinow¡. Dla tlenku

chromu CrO2 odnotowano polaryzacj¦ spinow¡ na poziomie 90% [117, 118], a dla stopów

Heuslera otrzymano polaryzacj¦ si¦gaj¡c¡ 74% [119]. Zademonstrowano równie» nanoelek-

troniczne urz¡dzenie z poª¡czeniami wykonanymi z materiaªu La0.7Sr0.3MnO3 (LSMO)

o polaryzacji rz¦du 80% [120]. Mo»emy zaproponowa¢ równie» eksperyment mo»liwy

do wykonania za pomoc¡ dwóch detektorów o dowolnej kolinearnej polaryzacji spinowej

p > 0, polegaj¡cy na pomiarze korelatorów spinowych σ̂z⊗ σ̂z. Uzyskanie wyniku pomiaru

〈σ̂z ⊗ σ̂z〉 < 0 stanowi¢ b¦dzie potwierdzenie, »e dwa elektrony pary Coopera emitowane

przez ¹ródªo maj¡ przeciwne spiny.

Pokazano równie» wpªyw relaksacji spinowej i rozfazowania na obie metody detekcji.

Równie» w tym przypadku, u»ycie operatora ±wiadka spl¡tania jest mo»liwe w szerszym

zakresie czasów relaksacji i rozfazowania.



Rozdziaª 8

Detekcja stanu spl¡tania kwantowego par

Coopera za pomoc¡ pomiarów pr¡du

elektrycznego

W niniejszym rozdziale przedstawiona zostanie mo»liwo±¢ wykrywania spl¡tania kwan-

towego za pomoc¡ bezpo±rednich pomiarów pr¡du staªego w ukªadzie podwójnej kropki

kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami ferromagnetycz-

nymi (Rysunek 8.1). Przedstawione zostan¡ wymagania pod wzgl¦dem minimalnej polary-

zacji spinowej, jakie musz¡ speªnia¢ detektory ferromagnetyczne, aby mo»na byªo wykry¢

stan spl¡tany par Coopera.

Rysunek 8.1. Schemat ukªadu podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewo-
dz¡c¡ i dwoma elektrodami ferromagnetycznymi.

8.1. Model

Rozpatrujemy ukªad podwójnej kropki kwantowej, gdzie oddziaªywania kulombow-

skie pomi¦dzy kropkami wynosz¡ Uddot, a ka»da kropka charakteryzuje si¦ pojedynczym

poziomem energetycznym εα (α = 1, 2 oznacza indeks kropki kwantowej). Zakªadamy,

»e pojedyncza kropka kwantowa nie mo»e by¢ podwójnie obsadzona, z powodu silnych

wewn¦trznych oddziaªywa« kulombowskich. Kropki kwantowe s¡ sprz¦»one z elektrod¡

nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami ferromagnetycznymi.

Przedstawiona analiza ukªadu bazuje na pracy [57] omówionej w Rozdziale 2, która

dotyczyªa u»ycia normalnych elektrod w celu rozdzielenia par Coopera. W tym rozdziale
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zastosujemy elektrody ferromagnetyczne w celu detekcji stanu spl¡tania kwantowego. Ha-

miltonian kropek kwantowych ma posta¢:

Hddot =
∑
ασ

εασnασ + Uddot
∑
σσ′

n1σn2σ′ , (8.1)

gdzie nασ jest operatorem liczby cz¡stek w kropce kwantowej α, σ oznacza spin elektronu,

Uddot jest energi¡ oddziaªywania kulombowskiego pomi¦dzy kropkami kwantowymi.

Tunelowanie pomi¦dzy kropkami kwantowymi a elektrodami opisuj¡ Hamiltoniany:

HTF =
∑
kασ

(
tFαc

†
kασdασ + h.c.

)
, (8.2)

HTS =
∑
kασ

(
tSαc

†
kSσdασ + h.c.

)
, (8.3)

gdzie indeksy F , S oznaczaj¡ odpowiednio elektrod¦ ferromagnetyczn¡ i nadprzewodz¡c¡,

c†kα(S)σ s¡ operatorami kreacji elektronów o wektorze falowym k i spinie σ w elektrodzie

ferromagnetycznej α lub elektrodzie nadprzewodz¡cej, dασ s¡ operatorami anihilacji elek-

tronów o spinie σ z kropki kwantowej α, a tS(F )α oznaczaj¡ amplitudy macierzy tunelo-

wania pomi¦dzy elektrodami a kropkami kwantowymi.

Sprz¦»enia w ukªadzie ze wzgl¦du na obecno±¢ ferromagnetycznych elektrod b¦d¡ teraz

zale»e¢ od spinu [121]:

ΓFα↑ = 2πNα↑|tFα|2 =
1

2
(1 + pα) ΓFα , (8.4)

ΓFα↓ = 2πNα↓|tFα|2 =
1

2
(1− pα) ΓFα , (8.5)

gdzie zaªo»ono:

ΓFα = ΓFα↑ + ΓFα↓ , (8.6)

oraz:

ΓSα = 2πNS|tSα|2 , (8.7)

gdzie NS oznacza g¦sto±¢ stanów w nadprzewodniku w stanie normalnym.

Dynamik¦ ukªadu mo»emy opisa¢ za pomoc¡ Hamiltonianu efektywnego [57]:

Heff = Hddot −
ΓS
2

(
d†2↑d

†
1↓ − d

†
2↓d
†
1↑ + h.c.

)
, (8.8)

gdzie ΓS =
√

ΓS1ΓS2. Drugi czªon równania (8.8) opisuje efektywnie nielokalny efekt
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blisko±ci, czyli tworzenie nielokalnych nadprzewodz¡cych singletowych korelacji pomi¦dzy

kropkami kwantowymi, co zostaªo omówione w Rozdziale 5. W wyniku diagonalizacji

efektywnego hamiltonianu otrzymujemy nowe stany, b¦d¡ce sprz¦»eniem stanu |0〉 (nie-

obsadzonych kropek kwantowych) i stanu singletowego |S〉:

|±〉 =
1√
2

√
1∓ δ

2εA
|0〉 ∓ 1√

2

√
1± δ

2εA
|S〉 , (8.9)

gdzie δ = ε1 + ε2 + Uddot. Energie stanów w diagonalnej bazie wynosz¡:

E± = δ/2± εA , (8.10)

gdzie:

εA =

√
δ2

4
+

ΓS1ΓS2

2
. (8.11)

Z powy»szego wynika, »e nielokalny efekt blisko±ci zmienia stan podstawowy ukªadu.

Szybko±¢ tunelowania Wχχ′ pomi¦dzy stanami χ, χ′ obliczamy korzystaj¡c ze zªotej

reguªy Fermiego [57, 122]. Prawdopodobie«stwa obsadze« speªniaj¡ równanie:

∑
χ 6=χ′

(Wχχ′Pχ′ −Wχ′χPχ) = 0 , (8.12)

gdzie prawdopodobie«stwa Pχ s¡ znormalizowane,
∑
χ Pχ = 1. Pr¡d pªyn¡cy w elektrodzie

α mo»emy uzyska¢ na podstawie wyra»enia:

Iα =
e

h̄

∑
i 6=j

PχW
α
χ′χ , (8.13)

IS = −I1 − I2 , (8.14)

gdzie e jest ªadunkiem elektronu, Wα
χ′χ uwzgl¦dnia liczb¦ elektronów przeniesionych po-

mi¦dzy elektrod¡ α a kropk¡ kwantow¡ QDα.

Na Rysunku 8.2 przedstawiono zale»no±¢ pr¡du od napi¦cia, obliczonego dla dwóch

kon�guracji magnetyzacji elektrod. Symbolem IAP oznaczono kon�guracj¦, w której ma-

gnetyzacje elektrod ferromagnetycznych skierowane s¡ antyrównolegle, a symbolem IP

kon�guracj¦ równolegª¡. Ukªad jest symetryczny pod wzgl¦dem przyªo»onego napi¦cia

eVF1 = eVF2 = eVF , sprz¦»e« ΓF1 = ΓF2 i energii kropek kwantowych ε1 = ε2. Polaryzacja

spinowa p1 = p2 = p = 0.9, δ/Uddot = 0, kBT = 0.01Uddot, ΓS/Uddot = 0.5. Na wykresie za-

znaczono trzy charakterystyczne punkty, do których odnoszone b¦d¡ dalsze wyniki, odpo-
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wiadaj¡ce napi¦ciom: C: eVF/Uddot = −1.5, B: eVF/Uddot = −0.5, A: eVF/Uddot = −0.01.

Rysunek 8.2. Pr¡d IS w funkcji symetrycznego napi¦cia eVF /Uddot, dla symetrycznego ukªadu
pod wzgl¦dem sprz¦»e« ΓF1 = ΓF2 i energii kropek kwantowych ε1 = ε2. Lini¡ ci¡gªa ozna-
czon¡ pr¡d dla antyrównolegªej kon�guracji elektrod ferromagnetycznych, a linia kreskowana
odpowiada kon�guracji równolegªej. Polaryzacja spinowa p1 = p2 = p = 0.9, δ/Uddot = 0,
kBT = 0.01Uddot, ΓS/Uddot = 0.5. Na wykresie zaznaczono trzy charakterystyczne punkty,
do których odnoszone b¦d¡ dalsze wyniki, odpowiadaj¡ce napi¦ciom: C: eVF /Uddot = −1.5,

B: eVF /Uddot = −0.5, A: eVF /Uddot = −0.01.

Schodkowy charakter otrzymanego wykresu jest typowy dla ukªadów z kropkami kwan-

towymi [123, 124]. Wraz ze zwi¦kszaniem napi¦cia ro±nie liczba stanów bior¡cych udziaª

w przepªywie pr¡du. Tªumienie pr¡du w obszarze eVF/Uddot > 0.5 zwi¡zane jest z blokad¡

trypletow¡ omawian¡ w Rozdziale 2 dla ukªadu z elektrodami normalnymi [57]. Widoczna

ró»nica pomi¦dzy amplitudami pr¡du dla kon�guracji równolegªej i antyrównolegªej wy-

nika z tego, »e para Coopera skªada si¦ z dwóch elektronów o przeciwnych spinach, zatem

kon�guracja antyrównolegªa jest lepiej dopasowana do antyferromagnetycznego uporz¡d-

kowania stanu singletowego, a pr¡d dla tej kon�guracji nie zale»y od spinowej polaryzacji,

czyli b¦dzie taki sam jak dla elektrod normalnych. Pr¡d dla kon�guracji równolegªej jest

silnie zale»ny od polaryzacji spinowej elektrod ferromagnetycznych i w przypadku idealnej

polaryzacji p = 1 ulega caªkowitemu stªumieniu.

8.2. Detekcja stanu spl¡tania kwantowego

Korzystaj¡c z efektu pokazanego na Rysunku 8.2, czyli zale»no±ci pr¡du par Coopera

od kon�guracji elektrod ferromagnetycznych, mo»emy zaproponowa¢ detekcj¦ spl¡tania
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kwantowego par elektronów za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania, w postaci analogicz-

nej do równania (7.40):

W =
1

2
(I +Dx +Dy +Dz) , (8.15)

oraz w postaci zredukowanej do dwóch wymiarów:

Vij =
1

2
(I +Di +Dj) , (8.16)

gdzie i, j ∈ {x, y, z}, i 6= j. Operatory Di mo»na powi¡za¢ z korelatorami spinowymi:

Di ∝ σ̂i ⊗ σ̂i , (8.17)

które mo»na zmierzy¢, za pomoc¡ spinowo-spolaryzowanego pr¡du elektrycznego:

〈Dz〉 =
I↑↑ + I↓↓ − I↑↓ − I↓↑
I↑↑ + I↓↓ + I↑↓ + I↓↑

. (8.18)

Symbol Iij oznacza pr¡d uzyskany dla kon�guracji ferromagnetycznych elektrod, w której

elektroda α = 1 ma magnetyzacj¦ w kierunku i, a elektroda α = 2 w kierunku j, wzdªu»

osi z, np. I↑↓ oznacza kon�guracj¦ antyrównolegª¡, w której elektroda 1 ma magnetyzacj¦

skierowan¡ w gór¦ wzdªu» osi z, a elektroda 2 ma magnetyzacj¦ skierowan¡ w dóª wzdªu»

osi z. Ze wzgl¦du na symetri¦ stanu singletowego warto±ci 〈Dx〉 oraz 〈Dy〉 mierzone s¡

analogicznie do 〈Dz〉. Zostaªo sprawdzone, »e dla wszystkich stanów separowalnych warto-

±ci ±wiadków spl¡tania opisanych równaniami (8.15) i (8.16) s¡ dodatnie, czyli operatory

W , Vij zgodnie z de�nicj¡ s¡ ±wiadkami spl¡tania.

Korzystaj¡c z uzyskanych charakterystyk pr¡dowo-napi¦ciowych na Rysunkach 8.3

i 8.4 przedstawiono warto±ci oczekiwane ±wiadków spl¡taniaW i Vij w funkcji polaryzacji

spinowej p, dla symetrycznego ukªadu, dla trzech napi¦¢ (A, B, C) zaznaczonych na

Rysunku 8.2. Zakres stosowalno±ci operatorów ±wiadka splatania odpowiada obszarom,

w których ±rednia warto±¢ operatora jest ujemna. Na podstawie wykresów, mo»emy odczy-

ta¢ wymagan¡ do detekcji minimaln¡ polaryzacj¦ spinow¡ elektrod ferromagnetycznych.

Podobnie jak poprzednio, ograniczenie pomiarów do dwóch wymiarów powoduje wzrost

wymaganej polaryzacji spinowej. Dla operatora W wymagane polaryzacje spinowe w za-

le»no±ci od przyªo»onego napi¦cia wynosz¡: p(C) > 0.707, p(B) > 0.654, p(A) > 0.765,

a dla zredukowanego operatora ±wiadka spl¡tania Vij: p(C) > 0.817, p(B) > 0.775,

p(A) > 0.859.
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Rysunek 8.3. Zale»no±¢ warto±ci oczekiwanej operatora ±wiadka spl¡tania W od polaryzacji,
dla trzech charakterystycznych punktów zaznaczonych na Rysunku 8.2. Detekcja spl¡tania jest
mo»liwa dla nast¦puj¡cych polaryzacji spinowych: p(C) > 0.707, p(B) > 0.654, p(A) > 0.765.

Rysunek 8.4. Zale»no±¢ warto±ci oczekiwanej operatora ±wiadka spl¡tania Vij od polaryzacji,
dla trzech charakterystycznych punktów zaznaczonych na Rysunku 8.2. Detekcja spl¡tania jest
mo»liwa dla nast¦puj¡cych polaryzacji spinowych: p(C) > 0.817, p(B) > 0.775, p(A) > 0.859.

8.3. Podsumowanie

W rozdziale przeanalizowano ukªad podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elek-

trod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami ferromagnetycznymi. Nadprzewodz¡cy efekt

blisko±ci powoduje, »e stan podstawowy kropek kwantowych jest superpozycj¡ stanu

singletowego i stanu nieobsadzonych kropek kwantowych. Korzystaj¡c ze zªotej reguªy

Fermiego obliczono sekwencyjny pr¡d pªyn¡cy przez ukªad. Pokazano, »e pr¡d pªyn¡cy

w ukªadzie zale»ny jest od kon�guracji elektrod ferromagnetycznych. Na podstawie tego

efektu zaproponowano detekcj¦ spl¡tania par elektronów za pomoc¡ operatora ±wiadka

spl¡tania, bazuj¡c¡ na bezpo±rednich pomiarach pr¡du staªego w ukªadzie dla ró»nych

ustawie« magnetyzacji elektrod ferromagnetycznych. Przedstawiono wymagania jakie mu-

sz¡ by¢ speªnione pod wzgl¦dem minimalnej polaryzacji spinowej detektorów, dla trzech

charakterystycznych warto±ci napi¦cia: C: eVF/Uddot = −1.5, B: eVF/Uddot = −0.5,
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A: eVF/Uddot = −0.01. Aby mo»liwa byªa detekcja spl¡tania kwantowego par Coopera

minimalna polaryzacja spinowa detektorów powinna wynosi¢ p(C) > 0.707, p(B) > 0.654,

p(A) > 0.765 dla detekcji za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania skªadaj¡cego si¦ z trzech

korelatorów W , oraz dla zredukowanego operatora ±wiadka spl¡tania Vij: p(C) > 0.817,

p(B) > 0.775, p(A) > 0.859. Detekcja za pomoc¡ zredukowanego ±wiadka spl¡tania wy-

maga detektorów o wi¦kszej polaryzacji spinowej ni» dla detekcji spl¡tania kwantowego

za pomoc¡ operatora W .





Podsumowanie

Celem pracy byªa analiza teoretyczna zwi¡zana z rozwojem wysoko wydajnego ¹ródªa

rozdzielonych przestrzennie, spinowo spl¡tanych elektronów w ukªadzie ciaªo-staªowym,

a tak»e nanourz¡dze«, które pozwol¡ na skuteczne wykrywanie i analiz¦ wªasno±ci elek-

tronowych stanów spl¡tanych.

W pierwszej cz¦±ci pracy przeanalizowany zostaª ukªad podwójnej kropki kwantowej

sprz¦»onej z dwoma elektrodami nadprzewodz¡cymi. Badane byªy procesy odpowiadaj¡ce

za przepªyw par Coopera przez ukªad w sposób rozdzielony i nierozdzielony, dla single-

towego stanu podstawowego kropek kwantowych, stanu nieobsadzonych kropek kwan-

towych oraz stanów trypletowych. Wykazano, »e odsuni¦cie poziomów energetycznych

kropek kwantowych od poªo»enia rezonansowego i przej±cie do zakresu wspóªtunelowania

pozwala na uzyskanie skorelowanego przepªywu par elektronów przez ukªad przy jednocze-

snym zachowaniu wysokiej sprawno±ci rozdzielania par Coopera. Pokazano, »e w pobli»u

rezonansu sprawno±¢ rozdzielania par Coopera wynosi 100%. Poza poªo»eniem rezonanso-

wym dla zª¡cza Josephsona teoretyczna sprawno±¢ rozdzielania, dla procesów w zakresie

wspóªtunelowania, d¡»y do warto±ci 66% i 50% odpowiednio poni»ej i powy»ej rezonansu.

Pokazano istnienie blokady rozdzielania par Coopera dla kropek kwantowych b¦d¡cych

w stanie trypletowym.

Przedstawiono ró»nic¦ we wpªywie strumienia pola magnetycznego oraz oddziaªywania

spin-orbita Rashby na pr¡d par Coopera pªyn¡cy przez zª¡cza Josephsona z podwójn¡

kropk¡ kwantow¡ i pier±cieniem póªprzewodnikowym bez kropek kwantowych. W obu

ukªadach uzyskano spójne wyniki, wskazuj¡ce na odmienny wpªyw efektów Aharonova-

-Bohma i Aharonova-Cashera, na skªadowe rozdzielone i nierozdzielone pr¡du Josephsona.

Zbadany efekt Aharonova-Cashera dla par Coopera, który zwi¡zany jest z efektywn¡ pre-

cesj¡ spinu, której podlega poruszaj¡cy si¦ moment dipolowy w polu elektrycznym na

skutek obecno±ci oddziaªywania spin-orbita typu Rashby, uwidacznia si¦ w zale»no±ci
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fazowej rozdzielonego pr¡du par Coopera. Z kolei efekt Aharonova-Bohma obserwujemy

dla nierozdzielonej skªadowej pr¡du Josephsona. Dzi¦ki obu efektom pole elektromagne-

tyczne staje si¦ interesuj¡cym narz¦dziem pozwalaj¡cym na sterowanie pr¡dem Joseph-

sona i wzmacnianie, b¡d¹ osªabianie, skªadowych rozdzielonych i nierozdzielonych pr¡du.

Przeanalizowano wpªyw efektu blisko±ci nadprzewodnika na stan podstawowy podwój-

nej kropki kwantowej. Pokazano, »e procesy wymiany zachodz¡ce przy udziale elektrody

nadprzewodz¡cej prowadz¡ do singletowego stanu podstawowego elektronów na kropkach

kwantowych, który obserwujemy w wi¦kszo±ci nadprzewodników. Przedstawiono mo»li-

wo±¢ uzyskania �egzotycznych�, trypletowych, nadprzewodz¡cych stanów spl¡tanych za

pomoc¡ oddziaªywania spin-orbita Rashby oraz efektu blisko±ci. Stany te mog¡ znale¹¢

zastosowanie w informatyce i protokoªach kwantowych.

Zbadano transport w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡

nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami normalnymi. Podobnie jak dla zª¡cza Joephsona

badane byªy procesy odpowiadaj¡ce za przepªyw par Coopera w sposób rozdzielony i nie-

rozdzielony przez ukªad dla singletowego stanu podstawowego kropek kwantowych, stanu

nieobsadzonych kropek kwantowych oraz stanów trypletowych. Tak jak to miaªo miejsce

w poprzednim ukªadzie odsuni¦cie poziomów energetycznych kropek kwantowych od poªo-

»enia rezonansowego i przej±cie do zakresu wspóªtunelowania pozwala na uzyskanie skore-

lowanego przepªywu par elektronów przez ukªad przy jednoczesnym zachowaniu wysokiej

sprawno±ci rozdzielania par Coopera. Dla ukªadu z elektrodami normalnymi obliczona

sprawno±¢ rozdzielania par Coopera w pobli»u rezonansu wynosi 100%, a poza rezonansem

wynosi 80% dla kropek kwantowych obsadzonych w stanie podstawowym par¡ elektro-

nów w spinowym stanie singletowym, oraz 50% dla nieobsadzonych kropek kwantowych.

Pokazano istnienie blokady rozdzielania par Coopera dla kropek kwantowych b¦d¡cych

w stanie trypletowym. Dzi¦ki przej±ciu do zakresu wspóªtunelowania uªatwione zostaje

wyodr¦bnianie spl¡tanych par elektronów z nadprzewodnika. W zakresie sekwencyjnego

tunelowania sprawno±¢ rozdzielania par Coopera jest idealna, jednak»e nie mamy kontroli

nad przepªywem par elektronów. Uzyskane wyniki pozwalaj¡ upatrywa¢ w rozdzielaniu

par Coopera wydajnego ¹ródªa elektronów w stanie spl¡tania kwantowego, które nast¦pnie

mo»na zastosowa¢ jako mobilne kubity.

W drugiej cz¦±ci pracy zaproponowano detekcj¦ stanu kwantowego spl¡tania elektro-

nów za pomoc¡ operatora ±wiadka spl¡tania, oraz omówiono wpªyw nieidealnych detek-

torów, zaszumienia, relaksacji spinowej i dekoherencji na detekcj¦ spl¡tania kwantowego.

Porównano detekcj¦ za pomoc¡ ±wiadka spl¡tania z powszechnie stosowan¡ detekcj¡ przy
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u»yciu ªamania nierówno±ci Bella w postaci nierówno±ci CHSH. Obliczono wymagan¡

polaryzacj¦ spinow¡ detektorów ferromagnetycznych niezb¦dn¡ do detekcji spl¡tania. Dla

¹ródªa spl¡tanych elektronów charakteryzuj¡cego si¦ idealn¡ widzialno±ci¡ wymagane s¡

detektory o polaryzacji spinowej 1/
√

3, 1/
√

2 i 1/ 4
√

2 dla detekcji odpowiednio za pomoc¡

operatora ±wiadka spl¡tania, zredukowanego ±wiadka spl¡tania oraz ªamania nierówno±ci

CHSH. Pokazano, »e zaszumienie ukªadu wymusza stosowanie sprawniejszych detektorów

ferromagnetycznych, charakteryzuj¡cych si¦ wy»sz¡ polaryzacj¡ spinow¡. Przedstawione

wyniki wskazuj¡ na konieczno±¢ poszukiwania nowych materiaªów w celu wytwarzania

detektorów ferromagnetycznych maj¡cych wykry¢ stan spl¡tania kwantowego. Jednak»e

pokazano, »e zastosowanie jednego detektora ferromagnetycznego o wysokiej polaryzacji

spinowej pozwala na zmniejszenie wymaga« wzgl¦dem drugiego detektora ferromagne-

tycznego.

Poniewa» pomiar korelatorów spinowych nie nale»y do najªatwiejszych zaproponowano

detekcj¦ spl¡tania kwantowego za pomoc¡ pomiarów pr¡du staªego w ukªadzie podwójnej

kropki kwantowej sprz¦»onej z elektrod¡ nadprzewodz¡c¡ i dwoma elektrodami ferroma-

gnetycznymi. Pokazano, »e pr¡d pªyn¡cy przez ukªad zale»ny jest od kon�guracji magne-

tyzacji detektorów ferromagnetycznych. Na podstawie tego efektu zaproponowano posta¢

operatora ±wiadka spl¡tania, a nast¦pnie przedstawiono wymagan¡ polaryzacj¦ spinow¡

detektorów ferromagnetycznych. Najmniejsza wymagana polaryzacja spinowa niezb¦dna

do detekcji opartej na pomiarach pr¡du staªego wynosi 65.4% dla przyªo»onego napi¦cia

eVF/Uddot = −0.5 w ukªadzie symetrycznym.

Podsumowuj¡c, cel rozprawy mo»na uzna¢ za osi¡gni¦ty. Pokazano skuteczn¡ metod¦

otrzymywania spl¡tanych par elektronów w sposób skorelowany oraz przedstawiono mo»-

liwo±¢ realizacji eksperymentalnej ukªadu do detekcji spl¡tania kwantowego. Kolejnym

krokiem prowadzonych bada« b¦dzie analiza wpªywu asymetrii polaryzacji oraz siª sprz¦-

»e« kropek kwantowych z elektrodami nadprzewodz¡c¡ i ferromagnetycznymi na detekcj¦

stanu spl¡tania kwantowego, jak równie» zbadanie mo»liwo±ci detekcji stanu spl¡tania

kwantowego w ukªadzie charakteryzuj¡cym si¦ niekolinearnym kierunkiem magnetyzacji

elektrod ferromagnetycznych.





Dodatek A

Pr¡d Josephsona w ukªadzie sprz¦»onych

kropek kwantowych

WRozdziale 3 przedstawione zostaªy wyra»enia na pr¡d Josephsona dla ukªadu, w któ-

rym zabronione zostaªo przej±cie elektronów pomi¦dzy kropkami kwantowymi (td → 0).

Uwzgl¦dnienie sprz¦»enia mi¦dzy kropkami kwantowymi, czyli mo»liwo±ci tunelowania

elektronów pomi¦dzy kropkami kwantowymi (td > 0) powoduje, »e oddziaªywania wy-

miany nie mog¡ zosta¢ zaniedbane J =
4t2d
U
> 0, co prowadzi do nast¦puj¡cych wyra»e« na

pr¡d Josephsona w ukªadzie podwójnej kropki kwantowej sprz¦»onej z dwoma elektrodami

nadprzewodz¡cymi:

I|S〉 =
2e

h̄
4 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

×
((

1

εd↓ − Ek − J + td
+

1

εd↑ − Ek − J + td

)

×
(

1

εd↑ − Eq − J + td
+

1

εd↓ − Eq − J + td

)
1

−εd↓ − εd↑ + J

+
1

2

(
1

εd↑ − Ek − J + td

1

εd↓ − Eq − J + td
+

1

εd↓ − Ek − J + td

1

εd↑ − Eq − J + td

)

× 1

Ek + Eq

)
, (8.19)

I|0〉 =
2e

h̄
4 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

×
(
−
(

1

−εd↓ − Ek + td
+

1

−εd↑ − Ek + td

)

×
(

1

−εd↓ − Eq + td
+

1

−εd↑ − Eq + td

)
1

−εd↓ − εd↑ + J

+ 2

(
1

−εd↓ − Ek + td

1

−εd↑ − Eq + td
+

1

−εd↑ − Ek + td

1

−εd↓ − Eq + td

)

× 1

Ek + Eq

)
, (8.20)
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I|↑↑〉 =
2e

h̄
4 sinϕt2kt

2
qNLNR

∫
dεL

∫
dεRukvkuqvq

×
(

1

4

(
− 3

εd↑ − Eq − td
+

1

εd↑ − Eq + td

)
1

εd↑ − Ek − td

− 1

4

(
1

εd↑ − Eq − td
+

1

εd↑ − Eq + td

)
1

εd↑ − Ek + td

)

× 1

−εd↑ + εd↓ + Ek + Eq

, (8.21)

gdzie I|S〉, I|0〉, I|↑↑〉 oznaczaj¡ pr¡d Josephsona odpowiednio dla stanu podstawowego kro-

pek kwantowych: singletowego |S〉DQD, pustego |0〉DQD i trypletowego |↑↑〉DQD. W równa-

niach uwzgl¦dniono równie» asymetri¦ pomi¦dzy poziomami kropek kwantowych εd↑ 6= εd↓.

Oprócz procesów rozdzielonych i nierozdzielonych omówionych w Rozdziale 3, wkªad

do pr¡du Josephsona daj¡ w tym przypadku równie» procesy, w których:

1. Elektrony pary Coopera tuneluj¡ w sposób nierozdzielony na podwójn¡ kropk¦ kwan-

tow¡ i opuszczaj¡ j¡ w sposób rozdzielony (Rysunek 8.5(a)).

2. Elektrony pary Coopera tuneluj¡ w sposób rozdzielony na podwójn¡ kropk¦ kwantow¡

i opuszczaj¡ j¡ w sposób nierozdzielony (Rysunek 8.5(b)).

3. Elektrony pary Coopera tuneluj¡ w sposób nierozdzielony na pierwsz¡ kropk¦ kwan-

tow¡ i opuszczaj¡ podwójn¡ kropk¦ kwantow¡ poprzez drug¡ kropk¦ w sposób nieroz-

dzielony (odpowiada to szeregowemu poª¡czeniu kropek kwantowych) (Rysunek 8.5(c)).

Rysunek 8.5. Dodatkowe rodzaje procesów daj¡cych wkªad do pr¡du Josephsona, dla td > 0.
a) Elektrony tuneluj¡ w sposób nierozdzielony na podwójn¡ kropk¦ kwantow¡ i opuszczaj¡ j¡
w sposób rozdzielony. b) Elektrony pary Coopera tuneluj¡ w sposób rozdzielony na podwójn¡
kropk¦ kwantow¡ i opuszczaj¡ j¡ w sposób nierozdzielony. c) Tunelowanie elektronów odpowia-

daj¡ce szeregowemu poª¡czeniu kropek kwantowych.



Dodatek B

�wiadek spl¡tania i stany separowalne

Zgodnie z de�nicj¡ ±wiadka spl¡tania warto±¢ oczekiwana 〈W〉 = Tr (WρsepAB) jest

nieujemna dla wszystkich stanów separowalnych ρsepAB. W celu udowodnienia, »e zapro-

ponowane operatory s¡ rzeczywi±cie ±wiadkami spl¡tania, korzystamy z de�nicji stanu

separowalnego (7.5):

ρsepAB =
∑
i

qi |ψi〉 〈ψi|A ⊗ |φi〉 〈φi|B , (8.22)

oraz na podstawie liniowo±ci ±ladu macierzy, wystarczaj¡ce jest sprawdzenie, czy dla

wszystkich stanów iloczynowych |ψi〉 〈ψi|A ⊗ |φi〉 〈φi|B speªnione jest:

Tr (W |ψi〉 〈ψi|A ⊗ |φi〉 〈φi|B) ≥ 0 . (8.23)

Podstawiaj¡c:

|ψ〉 = sinα |↑〉+ eiθ cosα |↓〉 , (8.24)

|φ〉 = sin β |↑〉+ eiϕ cos β |↓〉 , (8.25)

otrzymujemy:

Tr
[

1
2

(I + σ̂x ⊗ σ̂x + σ̂y ⊗ σ̂y + σ̂z ⊗ σ̂z) |ψ〉 〈ψ|A ⊗ |φ〉 〈φ|B
]

= 1
2

(1 + 〈ψ| σ̂x |ψ〉 〈φ| σ̂x |φ〉+ 〈ψ| σ̂y |ψ〉 〈φ| σ̂y |φ〉+ 〈ψ| σ̂z |ψ〉 〈φ| σ̂z |φ〉)

= sin2αsin2β + cos2αcos2β + 1
2

cos (θ − ϕ) sin 2α sin 2β ≥ 0 , (8.26)

co dowodzi wyra»enia (8.23). Podobnie post¦pujemy dla zredukowanych operatorów ±wiadka

spl¡tania:

Tr (Vxy |ψ〉 〈ψ|A ⊗ |φ〉 〈φ|B) =
1

2
[1 + cos (θ − ϕ) sin 2α sin 2β] ≥ 0 , (8.27)
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Tr (Vxz |ψ〉 〈ψ|A ⊗ |φ〉 〈φ|B) =
1

2
[1 + cos 2α cos 2β + cos θ cosϕ sin 2α sin 2β] ≥ 0 , (8.28)

Tr (Vyz |ψ〉 〈ψ|A ⊗ |φ〉 〈φ|B) =
1

2
[1 + cos 2α cos 2β + sin θ sinϕ sin 2α sin 2β] ≥ 0 , (8.29)

co wraz z pokazanym w Rozdziale 7 przyjmowaniem warto±ci ujemnej dla Tr(VijρWAB),

stanowi dowód, »e Vxy, Vxz, Vyz s¡ ±wiadkami spl¡tania.
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