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Spis podstawowych oznaczen

Czas.

Czas w postaci bezwymiarowej.

Dhugosé tancucha/liny.

Dlugos$é segmentu tancucha/liny (ogniwa).

Masa tanicucha/liny.

Masa segmentu tanicucha/liny (ogniwa).

Liczba ogniw tancucha, parametr dyskretyzacji.

Wartos$¢ przyspieszenia grawitacyjnego w poblizu Ziemi.

Wspétezynnik sprezystosci ztacza miedzy ogniwami tancucha.
Wspotezynnik ttumienia ztacza miedzy ogniwami tancucha.

Wspétezynnik sprezystosci ztgceza miedzy ogniwami tancucha w postaci bez-
wymiarowe;j.

Wspétezynnik ttumienia ztacza miedzy ogniwami tancucha w postaci bez-
wymiarowe;j.

Przyspieszenie grawitacyjne ciata w poblizu Ziemi w postaci bezwymiaro-
wej.

Uktad wspohrzednych majacy dwie prostopadte osie z, y.

Punkt przecigcia si¢ osi w uktadzie wspotrzednych xy.

Dtugosé tuku krzywej opisujacej line.

(x(s,t), y(s,t)) Ksztalt liny/tanicucha we wspéhrzednych xy w punkcie s w chwili ¢.

Kat nachylenia stycznej do krzywej opisujacej tancuch/line w punkcie s w
chwili ¢.

Ksztalt liny /tanicucha we wspétrzednych kartezjanskich zy w punkcie s.
Kat nachylenia stycznej do krzywej opisujacej taricuch/line w punkcie s.
Energia kinetyczna uktadu w chwili ¢.

Energia potencjalna uktadu w chwili t.
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Moment bezwtadnosci t-tego segmentu wzgledem osi przechodzacej przez
jego érodek masy i prostopadtej do segmentu.

Funkcja Lagrange’a, zdefiniowang jako réznica energii 7' i U.
Funkcje dyssypacyjna Rayleigha.

Punkt zaczepienia tancucha/liny.

Wspoéhrzedne i-tego segmentu taricucha/liny.

Kat opisujacy i-ty segment taricucha/liny.

Pochodna ¢; wzgledem czasu.

Druga pochodna ; wzgledem czasu.

Macierz bezwladnosci.

Macierz wspétczynnikéw sprezystosei.

Macierz wspotczynnikéw dyssypaciji.

Elementy macierzy bezwtadnosci M.

Wspdtezynniki sprezystosci e; ;, elementy macierzy E.
Wspotezynnikéow dyssypacji d; ;, elementy macierzy D.

Sita grawitacji.

Przyspieszenie grawitacyjne.

Wspbélezynniki cos(ip;).

Wspélezynniki sin(g;).

Wspélezynniki cos(¢; — ¢;).

Wspétezynniki sin(g; — ¢;).

Wspolezynniki zwiazane z grawitacyjnym oddzialtywaniem na tanicuch/line.
Macierz wspotczynnikéw m; jc; ;.

Macierz wspotczynnikéw m; js; ;.

Wektor wspotezynnikéw g;c;.

Notacja okreslajaca ztozonos¢ obliczeniows.

Parametr modelu Sprezystosci ztacz.

Wspétezynniki zwigzane z ruchem zaczepienia tancucha w osi x.
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Wspétezynniki zwigzane z ruchem zaczepienia tanicucha w osi y.
Macierz wspotczynnikéw a;s;.

Macierz wspotczynnikoéw b;c;.

Przestrzen liczb rzeczywistych.

Przestrzen liczb zespolonych.

Obszar stabilnos$ci metody numerycznej.

Zmienna opisujaca spadek konca tancucha.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Dynamika lin i fancuchéw nie jest zagadnieniem nowym i wystepuje powszechnie w zyciu co-
dziennym oraz wielu dziedzinach takich jak architektura, inzynieria mechaniczna, lotnictwo
czy nawet biologia (badania wlasciwosci struktur DNA/RNA). Szereg probleméw zwiazanych
7 tg tematyka wymaga wcigz wyjasnienia i jest przedmiotem zaréwno badan eksperymental-
nych jak i prac teoretycznych wykorzystujacych zaawansowane metody rejestracji i techniki
komputerowe.

Przyktadem moze by¢ tu artykut Shape of a Cracking Whip Alaina Goriely’ego i Tylera
McMillena, opublikowany w Physical Review Letters [1], w ktérym autorzy zaprezentowali
wyniki symulacji numerycznej potwierdzajace hipoteze osiagania przez koniec bicza olbrzy-
mich predkosci i przyspieszen. Innym przyktadem jest intensywnie badany w ostatnich latach
spektakularny efekt fontannowy tancucha [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Efekt ten polega na tym,
ze tancuch koralikow wysuwa sie z pojemnika pod wplywem wlasnego ciezaru i jednoczes$nie
unosi sie w gore tworzac ksztatt przypominajacy fontanne. Podobne zjawisko powstania fali
w napedzanym tancuchu opisane zostato w pracy [10].

Nalezy podkresli¢, ze wielu autoréw zajmowato si¢ na pozér odrebnymi zagadnieniami jak
spadek tancucha, lot zytki wedkarskiej, dynamika pantografu czy strzat z bicza. Zagadnienia
te wydawaly sie by¢ niepowigzane ze sobg i rozpatrywane byty na réznych plaszczyznach.
Wstepna analiza tych probleméw pokazata, ze wiekszo$¢ z nich sprowadzi¢ mozna do pro-
blemu spadku liny w polu grawitacyjnym, ktorej jeden koniec przymocowany jest do stalego

punktu (lub poruszajacego sie po zadanej trajektorii) a drugi jest swobodny.



Ten generyczny problem dynamiki liny jest przedmiotem niniejszej monografii. Warto tu
wspomnie¢, ze mozliwos¢ ujednoliconego sposobu rozwiazywania probleméw powiazanych z
zagadnieniem spadku tancucha zostala przedstawiona ostatnio w pracy [11]. Analityczne roz-
wigzania uproszczonych modeli zostang przedstawione rowniez dla poszczegdlnych zagadnien
opisywanych w monografii.

Celem opracowania jest przedstawienie istotnych elementéw dynamiki lin i tancuchéw
poprzez analize istniejacych i rozszerzonych modeli oraz wykonanych do$wiadczen. W ba-
daniach dynamiki lin i tancuchéw szeroko wykorzystane sg modelowanie komputerowe oraz
metody eksperymentalne z technikami rejestracji obrazu. W opracowaniu przedstawiono za-
stosowanie zaawansowanych metod numerycznych, ktére pozwalaja miedzy innymi na prze-
analizowanie wynikow wczesniejszych prac oraz rozwigzanie probleméw, ktérych nie udato sie
uprzednio wyjasni¢ z przyczyn technicznych. Przedstawiono takze zdjecia spadajacego konca
tancucha z wykorzystaniem ultraszybkiej kamery, ktore pozwalajg na poréwnanie obliczen
teoretycznych z wynikami doswiadczen.

Monografi¢, poza wprowadzeniem i podsumowaniem, tworzy 6 rozdziatow, w ktoérych
prezentowane sa: rownania ruchu, algorytmy je rozwiazujace, wyniki badan spadku tancucha
i sit dziatajacych na punkt jego zaczepienia oraz efekt strzatu z bicza.

Rozdzial 2 wprowadza opis, definicje i sformulowanie catego zagadnienia. Dla fizycznego
opisu istotnym jest wybor modelu matematycznego opisujacego dane zjawisko oraz odpo-
wiednia metoda numeryczna (algorytm) umozliwiajaca efektywne rozwiazanie zagadnienia.
Z uwagi na fakt, ze model matematyczny zastosowany przez Goriely’ego i McMillena do
opisu bicza jest niewystarczajacy do zastosowania go w innych zagadnieniach dynamiki lin
dlatego, po analizie modeli opisanych w literaturze, sformutowane zostaly bardziej ogolne
rownania ruchu.

Rozdziat 3 stanowi kluczowa ,technicznag” cze$¢ monografii. Przedstawione sa w nim
wyniki wykonanych testow numerycznych i przeprowadzona jest analiza stabilnosci rownan

ruchu w zaleznosci od parametréw wystepujacych w réwnaniach. Efektywnos$é¢ rozwigzania



wymaga zastosowania odpowiednio dobranych metod catkowania numerycznego. Na podsta-
wie przeprowadzonych eksperymentéw numerycznych do dalszych obliczen zaproponowane
zostaly najbardziej efektywne algorytmy.

W kolejnych dwoch rozdziatach przedstawiona jest analiza ogdlnego modelu spadku tan-
cucha w tym problemu spadku taricucha ztozonego (ktérego oba korice poczatkowo znajduja
sie na jednym poziomie). Podstawa i punktem wyjscia sa prace Calkina i Marcha [12, 13]
oraz Schagerla [14] opisujace do$wiadczenia i symulacje spadku taiicucha. W tej czesci opra-
cowania (Rozdzial 4 i 5) zostang takze przedstawione teorie wyjasniajace zjawisko spadku
taicucha oraz symulacje i szczegétowa analiza spadku tancucha ztozonego. Zostanie row-
niez obliczona predkosé, przyspieszenie i czasu spadku korica tancucha, ktérego kornce wisza
poczatkowo na jednym poziomie a odlegtos¢ miedzy nimi wzrasta. W szczegodlnosci, zosta-
nie przedstawiona analiza przypadku, gdy tancuch jest poczatkowo catkowicie rozciggniety
poziomo. Otrzymane wyniki z symulacji numerycznych zostana poréwnanie z danymi eks-
perymentalnymi. Zarejestrowane obrazy poklatkowe spadku realnego tancucha postuza do
wyznaczenia wartosci predkosci i przyspieszenia.

Rozdziat 6 pokazuje kluczowe z praktycznego punktu widzenia zagadnienie sit dziatajacych
na punkt zaczepienia tancucha. Na poczatku podane zostanie rozwigzanie analityczne opi-
sujace sity dziatajace na podpore podczas spadku tancucha ztozonego. Nastepnie zostanie
zbadany uktad sit dziatajacych na podpory tancucha w stanie réwnowagi i w chwili zwolnienia
jednego konca tancucha. Podobnie jak w czesci poprzedniej, obliczenia zostana przeprowa-
dzone réwniez dla tancuchdéw, ktorych konce poczatkowo wiszg na tym samym poziomie, a
odlegtosé miedzy nimi ro$nie. Wyniki symulacji zostang poréwnane z wynikami eksperymen-
téw wykonanych przez Géminarda i Vanela [15].

W rozdziale 7 przedstawiona bedzie analiza efektu strzatu z bicza [16]. Zostanie przeprowa-
dzona symulacja strzatu z bicza prostego oraz bicza australijskiego podobna do symulacji
opisanej przez Goriely’ego i McMillena [1, 17]. Wyniki otrzymane w tych symulacjach beda
porownane oraz zostanie wyjasniona zasada powstawania duzych predkosci i przyspieszen

dla obu technik strzatu z bicza.



Na zakonczenie, w ostatnim rozdziale, przedstawione zostanie podsumowanie przeprowa-
dzonych badan oraz aktualny stan wiedzy i perspektywy rozwoju tematyki.
Monografia obejmuje prace doktorska Waldemara Tomaszewskiego [18] poszerzona o cze$é
eksperymentalng (rozdzial 4.2). Uzupelniono bibliografie i rysunki oraz poprawiono forme
prezentacji poszczegdlnych rozdzialow w celu uzyskania bardziej spojnego przedstawienia
tematyki dynamiki lin i tancuchow. W zakonczeniu wskazane zostana aktualne kierunki i

perspektywy rozwoju dziedziny.



Rozdziat 2
Model matematyczny i rownania ruchu

lin 1| fancuchow

Badanie dynamiki lin rozpoczniemy od zdefiniowania modelu matematycznego liny i wypro-
wadzenia rownan opisujacych jej ruch. Model matematyczny opisujacy dynamike lin wyzna-
czymy na podstawie opisu cech fizycznych liny oraz wszystkich istotnych czynnikow wplywa-
jacych na jej dynamike. Model matematyczny liny wraz z rownaniami opisujacymi jej ruch
nazywaé bedziemy dalej modelem liny lub modelem tanicucha w zaleznosci od omawianego
zagadnienia i wprowadzenia lub nie dyskretyzacji obiektu.

Zdefiniowanie modelu liny zaczniemy od przegladu literatury dotyczacej tematyki dyna-
miki lin i tancuchéw i oceny juz istniejacych modeli. Modele liny prezentowane w cytowanych
przez nas pracach podzieli¢ mozna na trzy grupy. Pierwsza z nich stanowig modele, w ktérych
ruch liny opisuja réwnania wyznaczone z zasady zachowania energii dla uktadéw o zmiennej
masie. Do drugiej grupy naleza modele ciagte, zaktadajace, ze lina moze zosta¢ potraktowana
jako pret sprezysty. Trzecia grupa modeli to modele dyskretne, opisujace réznego rodzaju
tancuchy. Ponizej przedstawimy skrotowy opis tych grup.

Najprostszy model liny, zastosowany zostatl do wyjasnienia zjawisk strzatu z bicza i spad-
ku tancucha [16, 19]. W tym modelu rozwaza sie dynamike liny, ktéra w jednym ze swych
koncéw zaczepiona jest w pewnym nieruchomym punkcie. W zaleznosci od rozwazanego
problemu, lina spada pod wptywem dziatania sity grawitacji albo porusza sie z zadana pred-
koscia poczatkowa bez udzialu pola grawitacyjnego. Podczas ruchu ling podzieli¢ mozemy

na dwie czesci. Pierwsza z nich, to poruszajacy sie fragment liny. Druga czescia jest ten jej



fragment, ktéry juz sie zatrzymat. Zaktada sie, ze dtugos$¢ elementu taczacego oba fragmenty
liny jest nieskonczenie mata. Modele analityczne sa prostymi uktadami o zmiennej masie i
do ich wyznaczenia stosuje sie zasade zachowania energii. Wykorzystujac te zasade mozna
w prosty sposob wyznaczy¢ funkcje opisujace ruch liny. Modele analityczne sa modelami
uproszczonymi i nie sa wolne od osobliwosci. Mozna je stosowacé do opisu ograniczonej liczby
problemoéw i nie mozna ich zastosowa¢ do opisu dynamiki rzeczywistej liny. W niniejszej pra-
cy modele analityczne stosowac¢ bedziemy w celach poréwnawczych i do jakosciowego opisu
danego zjawiska.

Do drugiej grupy modeli naleza modele preta sprezystego. Opisuja one line jako nie-
rozciagliwy pret o kotowym przekroju, jednorodnej gestosci oraz sprezystosci. Ruch preta
odbywa si¢ na ptaszczyznie, potozenie preta okreslone jest przez kat zawarty miedzy styczna
do osi centralnej preta i jedng z osi uktadu wspoétrzednych. Modele tego typu spotykamy w
pracach dotyczacych probleméw z réznych dziedzin. W pracach [1, 17] Goriely i McMillen
zastosowali ten model do problemu strzatu z bicza. W tych pracach podstawa konstrukcji
modelu bicza byt model preta sprezystego opisany w artykule [20]. Nowy model stworzony
przez Goriely’ego i McMillen’a zaktadal mozliwo$¢ zwezania sie przekroju kotowego preta.
W tym modelu nie uwzgledniono jednak istotnych czynnikéw, majacych wpltyw na dynamike
liny, takich jak wplyw pola grawitacyjnego i tarcia wewnetrznego. Opis innego modelu liny
jako preta sprezystego znalezé mozna takze w pracach [21, 22] dotyczacych zagadnien lotu
zytki wedkarskiej. W tym modelu autorzy zatozyli, ze lina jest jednorodnym pretem sprezy-
stym, na ktéry dziatajg sita ciezkosci, naprezenia wewnetrzne oraz opoér powietrza. W tych
publikacjach szczegdlny nacisk potozono na wierne odzwierciedlenie ruchu zarzucanej zytki.
Podobne modele sprezystego preta znalazty zastosowanie do badania zagadnien z dziedziny
sprezystosci [23] oraz wlasnosci mechanicznych struktur DNA [24, 25, 26, 27, 28, 29]. W
modelach dotyczacych DNA dodatkowo wprowadza sie sity skrecajace pret sprezysty i bada
sie jego stabilno$¢.

Trzecia grupe stanowig modele dyskretne, w ktorych lina reprezentowana jest jako tan-

cuch ztozony z identycznych, potaczonych ze soba elementow o jednakowej dtugosci i masie.
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Potozenie elementow w plaszczyznie xy okreslaja katy nachylenia segmentéw do osi z lub
y. W tym modelu uwzgledni¢ mozna réwniez sprezystos¢ oraz thumienie wystepujace na
ztaczach pomiedzy sgsiednimi elementami. Takie modele spotykamy w pracach zwigzanych
7 wezesniej wspomnianymi zagadnieniami lotu zytki wedkarskiej. Do prac najczesciej cyto-
wanych w tej dziedzinie zaliczy¢ mozna [30, 31]. W pracy [31] bedacej kontynuacja pracy
[30] autor zastosowal tanicuch sktadajacy sie z cylindrycznych pretéw umieszczony w polu
grawitacyjnym z uwzglednieniem oporu powietrza. Symulacje numeryczne opisywane w obu
pracach potwierdzaja zgodnosé¢ z rezultatami do$wiadczen. Wada tego modelu jest to, ze
nie uwzgledniono w nim oddziatywan sprezystych miedzy kolejnymi pretami, co jest istotne
w przypadku badania dynamiki liny. Bardzo podobny model uzyto réwniez w pracy [14],
w ktorej autorzy badaja spadajacy tancuch i wykorzystuja model realnego tancucha skta-
dajacego sie z polaczonych ogniw o réznym ksztatcie. Poréwnanie wynikéw symulacji z do-
Swiadczeniem wykazato tu rowniez duzg zgodnosé. Model, w ktérym uwzgledniono zaréwno
dyssypacje, jak i sprezysto$¢ ztacz, opisano w pracy [32]. Praca ta dotyczy problemu stabil-
nych potozen odwroconego ciggu wahadet, ktory w literaturze nosi nazwe paradoksu Indian
Rope Trick opisanego w pracy [33]. Model wykorzystany w tej pracy jest mniej realistyczny
od wczeéniej wspomnianych modeli dyskretnych ze wzgledu na fakt, ze elementami tancu-
cha sa wahadta. Niemniej jednak, jak wykazaty przeprowadzone doswiadczenia, ten model z

powodzeniem mozna zastosowaé do badania dynamiki lin i tancuchow.

2.1. Model ciagty liny

2.1.1. Model matematyczny liny

W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze line rozumie¢ bedziemy jako cienka, nierozciagliwa
ni¢ o dhugosci L i masie M. Wiekszos¢ omawianych w tej pracy zagadnien dynamiki lin, bez
straty ogdlnosci, mozemy sprowadzi¢ do zagadnien dwuwymiarowych. Przyjmujemy wiec,
ze ruch liny odbywa¢ si¢ bedzie w plaszczyznie xy. Jeden z konicow liny zaczepiony jest w

punkcie O = (0, 0), a drugi koniec porusza si¢ swobodnie pod wplywem pola grawitacyjnego
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z przyspieszeniem ¢. Na line oprocz sit grawitacyjnych dziataja sity zwigzane ze sprezystoscia,
dzigki ktorej zgiecie liny wymagaé¢ bedzie uzycia momentu sity proporcjonalnego do kata
zgiecia liny. Sprezystos¢ liny bedzie proporcjonalna do kwadratu kata zgiecia i okresla¢ ja
bedzie wspotezynnik sprezystosci k. Minimum energii wynikajacej ze sprezystosci ztacz lina
osigga zatem w stanie wyprostowanym. Aby uwzglednié¢ dyssypacje zakladamy, ze jesli kat
zgiecia jest zmienny w czasie, to na zgieciu miedzy segmentami dziata¢ bedzie moment
sity proporcjonalny do predkosci katowej zginania. W zgietych cze$ciach liny pojawi sie
tarcie wewnetrzne (lepkie), ktérego wielkosé zalezna bedzie od wspétezynnika ttumienia r.
Wspodtezynniki sprezystosci k i tlumienia r beda okresla¢ parametry liny lub tancucha i
beda zaleze¢ gtéwnie od materiatu, z ktérego sa wykonane. W przypadku wspotezynnika

ttumienia, do wyznaczenia jego wartosci zastosowaé¢ mozna metody opisywane w pracy [34].

(0,0

-
«Ql

o)

(x(s,t),y(s,t))

Rysunek 2.1: Model ciagly liny. Na line zaczepiona w punkcie O = (0, 0) dziala sila grawitacji
g. Polozenie liny w czasie opisane jest przez kat ¢(s,t) nachylenia stycznej do krzywej opisujacej
line w punkcie s. Ksztalt liny we wspolrzednych kartezjaniskich (z(s,t), y(s,t)) wyrazi¢ mozna za

pomoca kata (s, t).

Pierwszym krokiem przy wyznaczaniu réwnan ruchu jest wybér odpowiednich zmiennych,

ktore w mozliwie najprostszy sposéb bedg okreslaé¢ stan liny. Przyjmujac, ze dlugosé tuku
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krzywej opisujacej line reprezentowana jest przez zmienng s, ksztatt liny w chwili ¢ opisac
mozna przez kat ¢(s,t) nachylenia stycznej do krzywej opisujacej line w punkcie s. Opisany
powyzej model matematyczny liny ilustruje rysunek 2.1. Ksztalt liny we wspdtrzednych
kartezjanskich (z,y) mozna zatem wyrazi¢ za pomoca ¢(s,t) w nastepujacy sposéb:

S

(s,1) = / cos((a, 1))do, (2.1)

0

S

y(s,t) = /sin(gp(a, t))do. (2.2)

0
Réwnania ruchu odpowiadajace powyzszemu modelowi wyliczy¢ mozna korzystajac z réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju [35]:

d(&ﬁ) oc  oR_, 23)

— == |5+t ==

dt \ 0p dp 0
gdzie L =T — U jest funkcjg Lagrange’a zdefiniowana jako réznica energii kinetycznej T i
potencjalnej U, natomiast R reprezentuje niezachowawcze sity w uktadzie. Dla modelu liny

energie kinetyczng, potencjalng oraz niezachowawcze sity zapisujemy nastepujaco:

T(t) =

N | —

m / (Gi(s. 1) + (3(s,£)%) ds, (2.4)

(mgy(s,t) + ;k (cp/(s,t))2>ds, (2.5)

=
|
St~

N | —

r [ (s.1)ds, (2.6)

gdzie m = M /L okresla mase jednostkowa liny (mase przypadajaca na jednostke dtugosci).
Calkowita energia potencjalna uktadu U(t) zalezna jest od energii zwigzanej z grawitacja
oraz sprezystoscia liny. Sita niezachowawcza reprezentowana jest przez funkcje dyssypacyjna
Rayleigha [35]. Wstawiajac powyzsze wartosci do réwnan Lagrange’a (2.3) wyznaczy¢ moze-
my réwnania opisujace ruch liny. Konstrukcja modelu ciagtego szczegétowo opisana zostata

w pracach Reekena [36, 37].
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2.1.2. Krzywa fancuchowa

W symulacji liny wymagana jest znajomos$¢ jej stanu poczatkowego (ksztaltu i predkosci).
Przed przystapieniem do wyznaczenia réwnan ruchu liny wyznaczymy réwnania krzywej,
opisujacej ksztalt tancucha wiszacego w réwnowadze w polu grawitacyjnym o przyspieszeniu
g. Krzywa, ktéra przyjmuje ksztatt wiszacego tancucha, nazywana jest krzywg tancuchowg.
Krzywa ta bedzie odgrywata duza role w wielu problemach opisywanych w dalszej czesci
pracy.

Znalezienie funkcji opisujacej taka krzywa siega czaséw Bernoulli’ego (1696). Okazuje sie,
ze w ogblnym przypadku rozwiazanie jest dobrze znane i przyjmuje postaé y(z) = cosh(azx),
gdzie a jest dowolnym parametrem. W naszym przypadku rozwazaé bedziemy zadanie nieco
bardziej ztozone. Lancuch o dtugosci L i masie M zaczepiony jest w poczatku uktadu wspot-
rzednych (0, 0) i punkcie (zg, o), dla ktérego spelniona jest nieréwnosé /a2 + vy < L.
Zaktadamy ponadto, ze masa roztozona jest réwnomiernie wzdtuz taricucha (gestosé masy
wynosi m = M/L). Rysunek 2.2 przedstawia schemat tak okreslonej krzywej tancuchowe;.
Wyznaczenie rownan krzywej tancuchowej uzyskaé¢ mozna stosujac rachunek wariacyjny. Po-
szukiwac bedziemy takiego ksztattu tancucha, dla ktorego energia potencjalna jest najmniej-
sza. Przyjmujemy, ze w przypadku cigglym potozenie dowolnego punktu tancucha o dtugosci

L, w prostokatnym uktadzie wspotrzednych zy opisujg zmienne:

z(s) = /OS cos(p(o))do, y(s) = /OS sin(p(o))do, (2.7)

gdzie s € [0, L] okresla dtugosé krzywej, natomiast ¢(s) wyznacza kat miedzy styczna do
krzywej w punkcie s a osig x. Przyjmujemy, ze taincuch zawieszony jest w punktach (0, 0) i

(o, Yo), Wiec spelnione sa nastepujace zaleznosci:

/OL cos(p(s))ds = o, /OL sin((s))ds = yo. (2.8)

Powyzsze rownania sg rownaniami wiezow. Energie potencjalng swobodnie wiszgcego tancu-

cha wyznaczy¢ mozna w nastepujacy sposob:

U= /OL mgy(s)ds = /OL /OS sin(p(o))dods. (2.9)
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(0,0)

(2(s),y(s))

Rysunek 2.2: Krzywa lancuchowa. Na line zaczepiona w punktach (0, 0) i (xg, yo) dziala silta
grawitacji g. Polozenie liny opisane jest przez kat ¢(s) nachylenia stycznej do krzywej opisujacej
line w punkcie s. Ksztalt liny we wspotrzednych kartezjariskich (x(s), y(s)) wyrazi¢ mozna za

pomoca kata ¢(s).

Dla uproszczenia obliczen przyjmujemy, ze mg = 1. Po scatkowaniu powyzszego roéwnania
wzgledem zmiennej s, zastosowaniu twierdzenia o calce iterowanej [38] i wprowadzeniu réw-

nan wiezéw otrzymujemy:

U= /OL((L — s+ Ay)sin(p(s)) + N\ cos(gp(s)))ds, (2.10)

gdzie wspotezynniki Ay i Ay nazywamy mnoznikami Lagrange’a. Réwnania Eulera—Lagrange’a

dla wiszacego tancucha przyjmuja zatem nastepujaca postac:
(L — s+ A2) cos(p(s)) — Ay sin(p(s)) = 0. (2.11)
Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja:

L_S”LA?) . (2.12)

p(s) = arctg ( "

Wprowadzajac jawna posta¢ funkcji ¢(s) do wzoréw (2.8) otrzymujemy warunki, z ktérych
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wyznaczy¢ mozna wartosci mnoznikéw Lagrange’a odpowiadajace parametrom zq i yo:

L _

/ cOS (arctg (M>> ds = x,
0 )\1
L I —

/ sin (arc tg <M>> ds = yp.
0 )\1

Jezeli przyjmiemy, ze tancuch o dtugosci L zaczepiony jest w punktach o wspoétrzednych

(2.13)

(0, 0) i (zo, 0), woéwezas z warunkow (2.13) wynikaja nastepujace zaleznosci:

L — \J4)2 + [2
A In ! = 20,
L — \JAN? 12

1

)\2 — —§L

Parametr xq w dalszej czesci pracy nazywaé bedziemy rozwarciem wiszgcego tancucha. Przy-

(2.14)

ktadowo dla tancucha o dtugosci L = 1 m, ktorego konce oddalone sa od siebie o g = 0,5 m

otrzymujemy: A; =~ —0, 11482 m, Ay = —1/2 m.

2.1.3. Dyskretna krzywa fancuchowa

Krzywa tancuchowa omawiana w poprzednim paragrafie opisuje przypadek tancucha zbu-
dowanego z nieskonczenie wielu segmentéw. Jest to zatem model ciggly opisujacy idealnie
wiotksg, nierozciggliwg line, wiszgcg w polu grawitacyjnym. Do opisu ksztattu tancucha wiszg-
cego miedzy punktami (0, 0) i (zg, yo) wymagany jest model dyskretny. Lancuch o dtugosci
L i masie M przedstawi¢ mozemy jako dyskretny uktad n punktéw o masach m = M/n, roz-
tozonych réwnomiernie wzdtuz catej dtugosci. Tak roztozone punkty formowac¢ beda dyskret-
na krzyws tancuchowa. Schemat tego uktadu przedstawia rysunek 2.3. Potozenie punktow
(x;, y;) opisujacych rozktad masy wzdluz tancucha wyrazi¢ mozna przez katy ¢; pomiedzy

prosta taczaca punkty (i, yi) i (Tiy1, yip1) a osig
z; =Y leospy, y; =Y lsing;, (2.15)
j=1 j=1

gdzie | = L/(n + 1). Réwnania te odpowiadaja réwnaniom (2.7) dla przypadku ciaglego.

W przypadku dyskretnym réwnania wiezow odpowiadajace réwnaniom (2.8) definiujemy
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(0,0)

(x;.y5)

-
g

Rysunek 2.3: Model dyskretnej krzywej tancuchowej. Lanicuch o n ogniwach zaczepiony jest w
punktach (0, 0) i (xg, yo). Wspdlrzedne (z;, y;) okreslaja polozenie i-tej masy w plaszczyznie xy
i mozna je przedstawi¢ za pomoca katow ;. Na kazde i-te ogniwo dziala sila grawitacji § a takze

naprezenia T; i Tjyq.

podobnie:
n+1 n+1
> lcospj =z, Y lsing; =y (2.16)
i=1 j=1

Widzimy tutaj, ze przy tak przyjetych oznaczeniach z,, 1 = xg oraz y,,.1 = yo. Dla uproszcze-
nia zaktadamy, ze konce tancucha wisza na tym samym poziomie, czyli yg = 0. Zastosowanie
metody mnoznikow Lagrange’a do wyznaczenia ksztattu dyskretnej krzywej tancuchowej
nie ma rozwigzania analitycznego i prowadzi do problemu rozwiazania nieliniowego uktadu
réwnan. Te réwnania mozna rozwigza¢ numerycznie, ale juz dla niewielkich n > 5 metody
numeryczne sg niestabilne i wymagaja dobrego przyblizenia poczatkowego w celu uzyskania
wymagane] zbieznosci.

Wyznaczenie ksztaltu krzywej mozemy jednak uzyska¢ w prostszy sposob analizujac sity
dziatajace na i-ty punkt masy. W wyniku tego poréwnania mozemy wyznaczy¢ proste wzory

rekurencyjne. Widzimy, ze na kazdy i-ty punkt dziala sita grawitacji oraz wewnetrzne sity
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naprezajace tancuch T; oraz ﬁﬂ. Uktad tych sit przedstawiony zostal na rysunku 2.3. Sity

te sa w rownowadze, wiec mozemy poréwnac ze sobg ich odpowiednie sktadowe:

|T3| cos ;i — | Tiv1| cos pip1 = 0,
(2.17)
T3] sin p; — |Ti1] sin ;1 +mg = 0.
Z pierwszej zaleznosci w réwnaniu (2.17) wynika, ze warto$¢ wyrazenia |T;| cos p; jest stala
dla dowolnego ¢« = 1...n i mozemy ja oznaczy¢ przez . Zmienna ta speliaé¢ bedzie role taka

jak mnozniki Lagrange’a zastosowane w poprzednim paragrafie. Dzielgc drugie z réwnan

(2.17) przez A otrzymujemy:

tg%—tg%ﬁ% —0, i=1l.n (2.18)
7 symetrii krzywej tancuchowej wynika zaleznosé tgp, = —tgp,.1. Po wprowadzeniu tej

zaleznosci do réwnania (2.18), otrzymujemy nastepujacy rezultat tgp; = nmg/(2)). Dla
uproszczenia zatézmy, ze mg = 1. Dalej, rozwiazujac zaleznosci w réwnaniu (2.18) otrzymu-
jemy wzor rekurencyjny dla katow:

n—2(i—1)

) ) i=1.n+1. (2.19)

(p; = arc tg(

Podobne obliczenia znalez¢ mozna réwniez w publikacjach [39, 40]. Do wyznaczenia pozosta-
je réwnanie okreslajace wartos¢ zmiennej A. Jej wartos¢ mozna tak dobra¢, aby spetniony byt
warunek wiezow dotyczacy rozpietosci krzywej (2.16). Mamy wiec jedno nieliniowe réwnanie
z jedng niewiadoma, ktore rozwigza¢ mozna numerycznie. Po rozwigzaniu tego réwnania
mozna juz jawnie wyznaczy¢ wartosci wspolrzednych krzywej tancuchowej korzystajac ze
wzoréw (2.15). Dla przykladu, rysunek 2.4 przedstawia dwie krzywe tanicuchowe o rozstawie
koncow zg = 0,25 m dlan =8 in = 9. Na rysunku tym widzimy, ze krzywa tancuchowa ma
dwa rézne ksztatty w zaleznosci od parzystosci parametru n. Dla n parzystych na $rodku
tancucha wystepuje poziomy element taczacy dwie czesci. W przypadku n nieparzystych, na
srodku nie wystepuje poziomy segment. Obliczenia wykazaty, ze dla rosnacych n model dys-
kretny jest zbiezny do modelu ciagtego. Dla n > 100 btad wzgledny wspotrzednych krzywej

dyskretnej w poréwnaniu do cigglej jest rzedu O(107*). W doéwiadczeniach i symulacjach
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0.00 0.00
A) B)
E 025 = E 025
> \ >
-0.50 -0.50
0.00 0.25 0.00 0.25
2 [m] z [m]

Rysunek 2.4: Ksztalt dyskretnej krzywej tancuchowej. Rysunek przedstawia dyskretna krzywa
tancuchowa o A) n = 8 ogniwach i B) n = 9 ogniwach, ktérej dlugos¢ wynosi L = 1 m i poczatkowa
odleglos¢ miedzy punktami zaczepienia wynosi xg = 0,25 m. Krzywa ta reprezentowana jest przez
punkty potaczone ciagta linig. Dla poréwnania, ksztalt ciaglej krzywej tancuchowej o tej samej

dtugosci narysowany zostal linig przerywana.

stosowac¢ bedziemy tancuchy o dtugosci od 1 m do 2 m i sktadajace si¢ od 100 do 1000 ogniw.
Wynika z tego, ze poczatkowy ksztalt tancucha wyznaczy¢ mozemy réowniez na podstawie
ciagtej krzywej tancuchowej.

Poréwnujac krzywa tancuchowa wyznaczong analityczne z ksztattem wiszacego realnego
tancucha w wigkszosci przypadkow widzimy duza zbieznosé. Réznice pojawiaja si¢, gdy od-
legtos¢ miedzy koncami jest mata, nie wicksza niz pieciokrotnos$é dtugosci ogniwa. Istotne sg
tu szczegdly budowy tancucha i sposobu potaczenia ogniw. Ze wzgledu na brak mozliwosci
swobodnego utozenia ogniw wzgledem siebie, ksztatt ztozonego tancucha przestaje by¢ krzy-
wa tancuchowsa. Dla lin sytuacja rowniez si¢ komplikuje, gdy odlegto$é¢ miedzy koricami jest
mata zg < 0,1L. W przypadku ztozonej liny nalezy uwzgledni¢ sity sprezystosci dziatajace
podczas silnego zginania widkien, z ktorych zbudowana jest lina. Powoduje to pojawienie sie

ksztattu znanego z teorii sprezystosci [41, 42|, czy tez zagadnienia zginania preta sprezystego
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[43]. Na rysunku 2.5 poréwnano tancuch i line o dtugosci L = 1,54 m, ktérych konice odlegle

sa od siebie 0 o = 0,03 m.

A) B)

b v

Rysunek 2.5: Poréwnanie ksztaltu realnego taiicucha i liny. Rysunek A) przedstawia zdjecie tan-
cucha a B) zdjecie liny wiszacych swobodnie i znajdujacych sie w réwnowadze. Dlugosé liny i
tancucha jest réwna L = 1,54 m, odlegto$é¢ miedzy koncami wynosi zg = 0,03 m. Zdjecia zostalty

przetworzone cyfrowo w celu usuniecia tta.

Widzimy wyraznie, ze dla silnie zgietej liny ksztalt liny rézni si¢ znaczaco od ksztaltu silnie
zgietego tancucha. Ksztatt takiej liny opisa¢ mozna stosujac wzory wykorzystywane w teorii

pretéw sprezystych [44].

2.2. Model dyskretny liny

Przeprowadzone przez nas doswiadczenia numeryczne, a takze analiza literatury tematu,
wskazuja, ze do rozwazanych przez nas zagadnien najodpowiedniejszy bedzie model, w kto-
rym lina reprezentowana jest przez uktad jednakowych elementéw (ogniw) potaczonych prze-
gubowo. Dyskretny model liny reprezentuje wiec tancuch. Pojecie liny i tancucha w pracy
tej wystepowaé bedzie zatem wymiennie. O tym, czy réwnania ruchu reprezentuja line czy
tancuch, decydowaé bedzie parametr dyskretyzacji oraz wspétezynniki sprezystosci i dyssy-

pacji.
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O wyborze tego modelu zadecydowata jego prostota, mozliwos¢ modyfikacji i rozszerze-
nia o kolejne czynniki wplywajace na jego dynamike. Zgodnie z przyjetymi zatozeniami w
czesci 2.1.1 model opracowany w niniejszej pracy uwzgledniaé¢ bedzie zaréwno sprezystosé
jak i dyssypacje zlacz. Rozwazaé bedziemy line umieszczong w polu grawitacyjnym, ktérej
jeden z koncow jest nieruchomy lub porusza si¢ po z gory okreslonej trajektorii, a drugi
koniec pozostaje swobodny. Przyjmujemy, Ze ruch liny odbywaé sie bedzie w ptaszczyznie
xy. To zalozenie w znaczny sposéb upraszcza model i odpowiadajace mu rownania ruchu.
Rysunek 2.6 przedstawia schemat transformacji modelu liny z uktadu wspétrzednych xy do

wspotrzednych uogdlnionych.

Wspétrzedne
uogodlnione
) Pi
# x
+
I=L/n
m=M/n

Rysunek 2.6: Lina o zadanej dlugosci L i masie M reprezentowana jest przez uktad potaczonych ze
soba n nierozciagliwych segmentow, potaczonych za pomoca ztacz sprezysto-ttumiacych opisanych
przez parametry k i r. Przyjeto, ze ruch liny odbywa sie w plaszczyznie xy, w polu grawitacyjnym z
przyspieszeniem g. Potozenie segmentéw okreslaja zmienne uogdlnione: katy ¢;, ¢ = 1...n pomiedzy

ogniwami a osia x.

Model dyskretny definiujemy analogicznie do modelu ciggtego liny opisanego w paragrafie
2.1. W modelu dyskretnym przyjmujemy, ze lina o catkowitej masie M i dtugosci L sktada
sie¢ z n nieskonczenie cienkich, potaczonych ze soba przegubowo segmentow. Masa i dtugosé
kazdego z segmentéw wynosi odpowiednio m = M/n il = L/n. W modelu tym przyjmuje-
my, ze segmenty sa nierozciggliwe i nie poddaja sie zginaniu i skrecaniu. Sasiednie segmenty
polaczone sa za pomoca sprezysto-ttumiacych przegubow. Schemat modelu przedstawia ry-

sunek 2.6 . W przypadku braku sprezystosci i dyssypacji powyzszy model mozna traktowac
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jako model tancucha idealnego. Pierwszy segment, na ktory nie dziataja sity sprezyste oraz
dyssypacja, zaczepiony jest w punkcie O = (x¢(t), yo(t)). Przy wyznaczeniu podstawowe;
wersji réwnan ruchu przyjmujemy, ze O = (0, 0). Dodanie mozliwosci ruchu pierwszego

elementu jest stosunkowo proste i opisane zostanie w czesci 2.5.2.

2.3. Réwnania ruchu dyskretnego modelu liny

Podobnie jak autorzy prac [30, 31, 14, 32] zdecydowali$my, ze ling w przestrzeni opisywaé
bedziemy uzywajac zmiennych katowych okreslajacych kat pomiedzy segmentem tancucha
a osig .

Potozenie pierwszego, zaczepionego w poczatku uktadu wspétrzednych segmentu opisuje
kat ¢,. Potozenie drugiego elementu, zaczepionego do konca segmentu pierwszego, mozemy
wyrazi¢ wprowadzajac druga wspotrzedna ¢o. Przez analogie, potozenie segmentu o indeksie
1 wyrazi¢ mozemy przy pomocy wspotrzednej ¢;, oznaczajacej kat nachylenia tego segmentu
do osi z. Do jednoznacznego opisu potozenia catej konformacji ztozonej z n pretow wystarczy
wiec n wspotrzednych ¢;, i = 1...n. Zmienne te nazywac¢ bedziemy zmiennymi uogélnionyms.

W dalszej analizie istotne bedzie wyznaczenie $rodkéow masy segmentow. Od tego zalezeé
bedzie sposdéb wyznaczenia energii uktadu oraz réwnan ruchu. Potozenie érodka masy i—tego
segmentu w prostokatnym uktadzie opiszemy za pomoca wspotrzednych uogolnionych ¢,
¢ = l...n. Réwnania ruchu odpowiadajace danemu modelowi matematycznemu wyznaczy¢

mozna korzystajac z rownan Lagrange’a drugiego rodzaju dla uktadu dyskretnego:

i(EM) oL IR o  i-1in (2.20)

— | — +

P dpi 0P

gdzie () = 0/0t, L = T — U jest funkcjq Lagrange’a zdefiniowana jako réznica energii
kinetycznej T' i potencjalnej U. Funkcja R reprezentuje niezachowawcze sity w uktadzie. W
og6lnym przypadku ruch kazdego z segmentow rozpatrywaé¢ mozemy jako zlozenie ruchu
postepowego i obrotowego. Kazdy z segmentéw posiada moment bezwtadnosci I;, i = 1...n,

wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek masy i prostopadiej do segmentu. Wartosé
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energii kinetycznej obliczy¢ mozemy z nastepujacej zalezno$ci:

1 n
2;( m (37 +97) + 7). (2.21)
Na uktad dziatajag rowniez sity grawitacji i sprezystosci. Grawitacyjna energia potencjalna

1—tego segmentu réwna jest:

G; = mgy;, (2.22)

gdzie g oznacza przyspieszenie grawitacyjne. Przyjmujemy, ze energia potencjalna sprezyste-

go ztacza miedzy dwoma kolejnymi segmentami dana jest wzorem:

1 1
Ki= k(o — pin)’ = SK(A6), (223)

gdzie wspotezynnik k okresla sprezystosé lub sztywnosé potaczenia. Podobna definicje sprezy-
stosci liny zaproponowano w pracy [32]. Pierwszy segment zachowuje pelna swobode obrotu.
Zachowujac przyjeta wyzej konwencje opisu sprezystego charakteru ztacz, sytuacja ta réw-
nowazna jest zapisowi ¢g = 1. Biorac pod uwage sprezystos¢ ztacz oraz grawitacje, energia
potencjalna catego uktadu wynosi:

n n 1
U= (Gi+K)=) <m9yz + 2/<? 90i1)2> : (2.24)
i=1 i=1

Ttumienie zwigzane z obrotem segmentow reprezentowane jest przez funkcje dyssypacyjng

Rayleigh’a [35]:

R = *TZ: (P — ¢im1)”, (2.25)

gdzie r jest wspotezynnikiem ttumienia. Przyjmujemy, ze sita ttumiaca nie dziata na pierwszy
segment, wiec ¢y = 1. W podobny sposob funkcja ttumigca zdefiniowana zostata w pracach
[14, 32].

Ostatecznie, rownania ruchu dyskretnego modelu liny sktadajacego si¢ n segmentéw wy-
znaczy¢ mozna podstawiajac wzory (2.21), (2.24) 1 (2.25) do réwnania (2.20). Konicowa postaé

réwnan ruchu zaleze¢ bedzie od budowy segmentéw ukladu (ogniw tancucha).
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2.3.1. Réwnania ruchu uktadu pretéw (Model A)

Najbardziej realistycznym modelem liny w klasie modeli dyskretnych jest uktad n jednorod-
nych pretéw o rownych dtugosciach i masach, potaczonych ztaczami sprezysto-ttumiacymi.
Podobny model zaprezentowany zostal w pracy [31]. Schemat 2.7 przedstawia graficzna re-

prezentacje tego modelu. W dalszej czesci pracy oznaczaé¢ bedziemy go jako Model A.

Rysunek 2.7: Dyskretny model liny reprezentowany jako uktad pretow. Lina reprezentowana jest
jako tancuch ztozony z n jednorodnych pretéw o masie m i dlugodci [, ktérych $rodek masy znajduje
sie w Srodku preta. Polozenie pretéw opisuja katy ¢;, ¢ = 1..n. Na prety dziala sita grawitacji

Q = mg. Prety polaczone sa zlaczami o okreslonej sprezystosci i ttumieniu.

Jak tatwo zauwazy¢, $rodek ciezkosci i—tego preta w prostokatnym uktadzie wspotrzed-
nych okreslaja nastepujace zaleznosci:
i—1 1
T = Zlcosgpj + Elcoscpi,
= (2.26)

i—1
1
y; = > Ilsing; + ilsin%.
7j=1

Kazdy z segmentéw posiada moment bezwladnosci I; = 1/12mi?, i = 1...n, wzgledem osi
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przechodzacej przez jego srodek masy i prostopadlej do segmentu. Wstawiajac te zalezno-

ci do réwnan (2.21) i (2.24) energia kinetyczna i potencjalna ukladu pretéw réwna jest

odpowiednio:
3(n (n—yg)+1. .
T = le ( <p2 + Z f‘ﬁi@j cos(p; — %‘)) )
i=1 j=itl (2.27)
n n — 1
U= ( )mglsm (pi) + 2/<3( - Pi- 1)2> :
i=1

Wstawiajac powyzsze wartosci do wzoru (2.20) otrzymujemy réwnania ruchu uktadu pretow.
Dla przyktadu, ponizej podajemy réwnania ruchu dla n = 1,2,3 (dla uproszczenia zapisu

wzordéw przyjmujemy, ze wartosS¢ [ i m réwna jest jednosci).

Réwnania ruchu dla n = 1:

1. 1
3Pt 5gcos (1) = 0. (2.28)

Réwnania ruchu dla n = 2:

4 1. 1., .
3Pt 5pacos (1 —2) + #2s8in (1 — ¥2)
3
5.9 cos (1) =k (p2 — 1) =0, (2.29)
1. 1. 1.5 .
5 f1cos (o1 —2) + 3%2 = 5¢isin (o1 — p2)

1
+§g cos (pa) — k(1 — pa) = 0. (2.30)
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Réwnania ruchu dla n = 3:

7. 3. 1.
31 + 5 P2 €08 (01— p2) + 5 #3 CO8 (o1 — ©3)
3., . 1., .
+§<P§ sin (o1 — ¢2) + iﬂﬂg sin (1 — ¢3)
5
+§g cos (p1) — k(o — 1) =0, (2.31)

3. 4 1.
5P cos (o1 — 2) + P2+ 5P cos (02 — ©3)

3., . 1.5
—§<P% sin (g1 — 2) + 5@% sin (g2 — @3)
3
+§9 cos (p2) — k (w1 — 22 + ¢3) = 0, (2.32)
1. 1. 1.
o P1Co8 (1 — p3) + o #2008 (P2 — @3) + g%ﬁa
1.5 . 1.5 .
_590% S (801 - 903) - 5903 S (@2 - 903)
1
+§9 cos (p3) — k (02 — 3) = 0. (2.33)

W ogélnym przypadku, dla dowolnego n > 0, réwnania ruchu dla przyjetego modelu liny

stanowi¢ bedzie uktad réwnan rézniczkowych postaci:

n n
le Z mivjcingbj = — ml2 Z mi,j5i7j¢? — mlngcz
j=1 i=1
n n
+ k> e +rd dijpi, i=1l.n, (2.34)
7j=1 Jj=1

gdzie ¢; = cos(;), ¢i; = cos(i — ¢j), si; = sin(p; — @;), wspélczynniki e; ;, d;; sa ele-
mentami macierzy 2.36. Wartosci wspotczynnikoéw m; ; oraz ¢; dla uktadu pretéw przyjmuja

nastepujaca postac:

n—i+ 3, i=j
mm =
n—max(i,j) + 3, i # ] (2.35)
1

Qi :n—i+§, 1=1..n.
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2.3.2. Posta¢ macierzowa rownan ruchu

Elementy macierzy M = [m; ;] nazywaé bedziemy wspélczynnikami bezwiladnosci uktadu.
Pozostate wspotezynniki e; ; i d; ; wystepujace w réwnaniu opisujg zlacza, sa niezalezne od
rodzaju segmentu i dla dowolnego typu segmentéw zawsze beda takie same. Funkcje opisujace

energie sprezystosci i dyssypacje majg bardzo prostg postaé, tatwag do zapisania w postaci

macierzowe;j:
-1 1 0 0 O
1 -2 1 0 0
E=D=|0 1 -2 1 0 |- (2.36)
O 0 0 1 -1
Macierze E = [e;;] i D = [d; ;] nazywa¢ bedziemy odpowiednio macierzq wspétczynnikow

sprezystosci i macierzq wspotczynnikow dyssypacji. Dla uproszczenia zapisu mozemy teraz

wprowadzi¢ nastepujaca notacje macierzowaq:

mli*Cp = —ml*Sy* — mlgG + kE¢ + 1Dy, (2.37)

gdzie ¢ = [pi], ¢ = [pi], ¢ = [pi] oraz ¢? = [$7]. Wspdlezynniki wystepujace w powyzszym

réwnaniu w zapisie macierzowym wynosza C = [m; jc;;], S = [m; js; ] oraz G = [g;ci].

2.3.3. Réwnania ruchu uktadu wahadet (Model B)

Do najprostszych dyskretnych modeli liny lub tancucha zaliczy¢ mozna uktad sktadajacy sie
z potaczonych wahadet. Model ten bedziemy skréotowo nazywaé Modelem B. Podobny sposéb
dyskretyzacji modelu pojawit sie w pracach [45, 30], w ktérych wykorzystano go do symula-
cji lotu zytki wedkarskiej. W tych pracach nie zwrdocono jednak uwagi na specjalng postac
rownan ruchu dla tego uktadu, umozliwiajaca zastosowanie efektywnych algorytmow nume-
rycznych. W dalszej czesci opisane zostana rownaniu ruchu uktadu potaczonych wahadet

oraz transformacja do postaci dogodnej do obliczen numerycznych. W kolejnym rozdziale
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przedstawimy odpowiednie testy numeryczne i wykazemy jego przewage nad Modelem A.
Wykazemy réwniez, ze wyniki symulacji dla obu modeli sa bardzo zblizone i dlatego Model
B moze by¢ z powodzeniem stosowany do badania dynamiki lin i tancuchow.

Wyznaczenie rownan ruchu dla uktadu wahadet zaczniemy od opisu wspétrzednych seg-
mentéw w prostokatnym uktadzie wspotrzednych. Pomocny do tego bedzie rysunek 2.8.

W celu maksymalnego uproszczenia modelu przyjmujemy, ze wahadta sa wahadtami ma-

Rysunek 2.8: Dyskretny model liny reprezentowany jako uklad wahadel. Lina reprezentowana
jest jako tancuch ztozony z n wahadel matematycznych o masie m i dtugosci [. Potozenie wahadet
opisuja katy ¢;, ¢ = 1l...n. Na wahadla dziala sila grawitacji Q = mg. Wahadla potaczone sa

zlaczami o okreslonej sprezystosci i ttumieniu.

tematycznymi. Traktujemy zatem line jako dyskretny uktad punktowych mas roztozonych
rownomiernie na catej dtugosci. Srodek ciezkosci i—tego wahadta w prostokatnym uktadzie

wspotrzednych wyznaczy¢ mozna w nastepujacy sposob:

z; =Y lcospj,
= (2.38)

i
y; = > lsing;.
j=1
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Gdybysmy przyjeli, ze segment jest wahadtem fizycznym, wowczas rownania ruchu utracity-
by specjalne wtasciwosci. Przy powyzszych zalozeniach energia kinetyczna (2.21) i energia

potencjalna (2.24) przyjmuje nastepujaca postac:

i=1 j=i+1

i 1+ 1
T=mi?y (2% + Z n—j+1)pip; cos(pi — s@j)) :
(2.39)

U= i(n—z+1mglsm(cpz)+ —k (pi — @i 1)2>.

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do réwnan Lagrange’a, otrzymujemy réwnania ruchu w
b

postaci (2.34) z nastepujacymi parametrami:

m;; =mn —max(i,j) + 1,
" (2.40)
¢ =n—1+1 1=1.n.
Przyktadowo, réwnania ruch dla n = 1,2, 3 przyjmuja posta¢ (dla uproszczenia zapisu wzo-
réw przyjmujemy jednostkowe wartosci dla [ i m):

Réwnania ruchu dla n = 1:

P11+ geos(pr) =0. (2.41)

Roéwnania ruchu dla n = 2:

2¢1 + Pacos (1 — @2) + P sin (1 — o)
+2gcos (p1) — k (pa — 1) =0, (2.42)
@108 (1 — P2) + ¢2 — P sin (1 — 2)

+gcos (p2) — k(g1 — ¢2) = 0. (2.43)
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Réwnania ruchu dla n = 3:

3¢1 + 2¢ cos (o1 — 2) + B3 cos (1 — ¢3)

+2¢5 510 (91 — o) + @ sin (1 — v3)
+3gcos(p1) — k(w2 —p1) =0, (2.44)

2¢1cos (1 — @2) + 2¢2 + @3 cos (2 — 3)

—2¢7 sin (1 — pa) + @3 sin (92 — ps)
+2g cos (p2) — k (p1 — 22 + 3) = 0, (2.45)

$1 008 (p1 — p3) + P2 cos (p2 — p3) + ¢3

— 1 sin (91 — 3) — 3 sin (2 — ©3)
+gcos (p3) — k(o2 — p3) = 0. (2.46)

Transformacja réwnan ruchu

W tej czedci pokazemy, ze zastosowanie innego, rownowaznego zapisu matematycznego ma
wplyw na efektywnosé obliczen numerycznych. Podobng transformacje dla przypadku réw-
nan opisujacych sprezysta belke znalezé mozna w ksiazce [46]. Dla réwnan ruchu uktadu
wahadet opisanych przez réwnania (2.34) o wspélezynnikach (2.40) istnieje mozliwosé trans-
formacji do postaci umozliwiajacej zastosowanie bardziej efektywnych algorytméw nume-
rycznych. Algorytmy numeryczne catkowania réwnan ruchu wymagaja czestego obliczania
wartosci przyspieszenia ¢. Do jego wyznaczenia niezbedne jest rozwigzanie liniowego uktadu

rownan z n niewiadomymi.

1
p=C| -8+ — 5 (KEp + 1Dy — mlgG) | = C™' (v—8¢?). (2.47)

v

Dla uktadu wahadet macierze wspoétezynnikéw C i S maja specjalng postac i zachodzg dla
nich nastepujace zwiazki:
C+iS = diag (ewl, o ewn) M diag (e*m, o e*wn) , (2.48)

(C+iS)™t = diag (ei“"l, o ei“"") M 'diag (e‘i“”1, c e_i“"") , (2.49)
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gdzie i oznacza jednostke urojona, natomiast M~ = [n; ;] jest odwrotnoécig macierzy wspot-

czynnikow bezwtadnosci M:

n n—-1n-2 -1 1 -1 0 0 0

n—1n—-1 n-2 1 -1 2 -1 0 0
M=|n-2mn-2 " . 1|, M'=| 0 -1 . . 0 |. (250

2 1 0 0 2 —1

1 1 111 0 0 0 -1 2

Widzimy, ze macierz M ™! jest macierza tréjprzekatniowa, co ma bardzo duze znaczenie w

obliczeniach numerycznych. Jezeli przyjmiemy dodatkowo, ze
(C+iS)' =X +7Y, (2.51)

to z wlasnosei (2.49) wynika, ze X = [n;c;;] i Y = [nijs;;]. Jezeli M™! posiada specjalna
postaé (diagonalna, tréjdiagonalna, pasmowa), to macierze X i Y beda réwniez posiadaty

taka postac. Z zaleznosci (2.51) wynikaja nastepujace zwiazki:
CX-SY=I CY-SX=0, (2.52)

gdzie I oraz 0 oznaczaja odpowiednio macierz jednostkowa i macierz zerowa. Dokonujac

prostych przeksztatcen, z powyzszych zwiazkéw otrzymujemy:
C'=X+YX'Y, C!'S=-YX"' (2.53)

Podstawiajac te zaleznosci do réwnan ruchu (2.47) otrzymujemy réwnania ruchu w nastepu-

jacej postaci:
p = C'(v-8¢?)
= Xv+YX 'Y+ YX 12

= Xo+YX"' (Yv+¢?)

w

= Xv+Yw=u(t,p,¢), (2.54)
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gdzie w = X~ (Yv + ¢?). Stosujac powyzszy algorytm, do wyznaczenia wartoéci ¢ wymaga-
ne jest rozwigzanie liniowego uktadu réwnan Xw = Yv+¢? ze wzgledu na w. Redukcja kosztu
wyznaczenia wartosci przyspieszen moze zostaé¢ osiggnieta tylko w przypadku, gdy macierz
X posiada specjalng posta¢. Jak wiemy, macierz M~ jest macierza tréjdiagonalna, a wiec i
X ma te samg strukture. Uklad rownan z macierza symetryczna, tréjdiagonalng rozwiazac
mozna stosujac algorytmy (TRIDIAG [47]) o zlozonosci obliczeniowej O(n). W przypadku,
gdy nie zastosujemy tej transformacji, obliczenie przyspieszen wymagac¢ bedzie rozwigzania
uktad réwnan liniowych z macierza C (pelna macierza symetryczna i dodatniookreslona). Do
rozwigzania tego uktadu zastosowa¢ mozna algorytm Choleskiego (CHOLDET/CHOLSOL [47]),
ktérego ztozonosé obliczeniowa wynosi O(n?). Stosujac transformacje (2.54) do réwnan ru-
chu uktadu wahadel uzyska¢ mozna znaczne zwickszenie wydajnosci obliczen dla duzych
uktadéw. Ten model mozna zatem stosowaé w przypadku bardzo duzych n lub duzych prze-

dzialéw catkowania, w ktorych czas obliczen odgrywa istotna role.

2.4. Réwnania ruchu liny w postaci bezwymiarowej

Réwnania ruchu (2.34) mozemy zapisaé w postaci bezwymiarowej. Przyjmujemy, ze bez-
wymiarowa dtugosé liny réwna jest jednosci, a bezwymiarowa predkosé liniowa jest rowna
jeden dla pewnej charakterystycznej predkosci rzeczywistej c¢. Dla przyktadu, w zagadnieniu
strzatu z bicza wygodnie jest przyjac, ze ¢ oznacza¢ bedzie predkosé dzwicku w powietrzu.

W celu wyznaczenia bezwymiarowej postaci réwnan ruchu dla zmiennej s oznaczajacej
dhugosé, v oznaczajacej predkos¢ oraz czasu t wprowadzamy odpowiednio nowe zmienne
bezwymiarowe §, 0 oraz T:

s v s
§== p=-
L’ c

I
|
>
Il
R
I
9
I
\
~

(2.55)

Rézniczkujac réwnania ruchu wzgledem bezwymiarowej zmiennej 7 okreslajacej czas oraz

dokonujac wszystkich niezbednych podstawien i uproszczen otrzymujemy réwnania ruchu dla
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dyskretnego modelu liny w postaci bezwymiarowej:

n n
. -2
Z mi ;G = — Z m; jSijP; — NYGC
j=1 j=1

+’I”L3I€Z€i,jg0j +7’L3p2di7j¢j, 1= 17’L,
j=1 j=1

z nastepujgcymi nowymi zmiennymi i parametrami bezwymiarowymi:

k L
r y=" (2.56)

T = — K= —— .
MLc’ Mc?’ c2

Ct .
L7 p_

W powyzszych réwnaniach () oznacza 0()/07. Bezwymiarowe réwnania ruchu w postaci

macierzowej przyjmujg nastepujacg postac:

Cyp = —S¢? + n*kEp + n’pD¢ — nyG. (2.57)

2.5. Modyfikacje réwnan ruchu liny

2.5.1. Sprezystos$¢ ztacz miedzy segmentami

W powyzszych rozwazaniach przyjeliémy stosunkowo proste i powszechnie stosowane modele
sprezystosci i dyssypacji. W dalszej czesci pracy standardowo uzywac bedziemy wtasnie tych
modeli. W szczegdlnych przypadkach, gdy sasiednie segmenty obracaja sie wzgledem siebie
nie uwzgledniajac objetosci wykluczonej wykorzystywaé bedziemy inng funkcje sprezystosci,
bedaca rozszerzeniem opisywanej weze$niej funkeji. Problem ten rozwiaza¢ mozna zastepujac
potencjat kwadratowy opisujacy energie sprezystosci ztacza, przez potencjat, ktéry uniemoz-
liwial dalszy obrot, gdy sasiednie ogniwa zblizaty sie do krytycznego potozeniu. Nowy model
oparty jest na zatozeniu, ze energia potencjalna sprezystosci jest nieskonczenie duza w przy-
padku, gdy dwa dowolne segmenty znajduja sie w pewnym skrajnym potozeniu wzgledem
siebie. W przypadku tancucha zbudowanego z cienkich pretow skrajne potozenie wystepuje
wtedy, gdy dwa prety pokrywaja sie, tj. |Ay;| = 7. W ogdlnosci maksymalna dopuszczalna
warto$¢ |Ap;| moze byé dowolnie przyjetym katem miedzy segmentami, nie wiekszym niz 7.

Poréwnanie modeli opisujacych sprezysto$é¢ ztgcz przedstawia schemat 2.9.
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Rysunek 2.9: Poréwnanie modeli sprezystoéci ztacz. Rysunek po lewej stronie przedstawia uklad
sgsiednich segmentéw w przypadku, gdy energia sprezystosci ztacz opisana jest przez potencjat
kwadratowy. Segmenty moga obracaé sie wzgledem siebie. Rysunek po prawej przedstawia model
sgsiednich ogniw, gdy energia opisana jest przez potencjal uniemozliwiajacy obrét ogniw wzgledem

siebie. ApMa® jest maksymalnym mozliwym katem miedzy sasiednimi segmentami.

Funkcje opisujaca energie sprezystosci ztacz, posiadajaca wyzej wymienione wlasciwosci

zdefiniowa¢ mozna w nastepujacy sposob:

_ 1
Ki:k?()é2<

1 ) 5 A ;
cos(Ap;/a) 1) - §k(A%) + 24@2k<A‘Pi) + O((Ag;)"). (2.58)

Funkcja opisana przez 2.58 zostata tak dobrana by w pierwszym przyblizeniu byta rowna
funkcji sprezystosci (2.23). Parametr « decyduje o tym, jakie jest maksymalne dozwolone
potozenie dwoch sasiednich pretéw. W przypadku, gdy zastosujemy powyzszy model spre-
zystosci, wéwezas K; — oo dla |[ApM*| = an/2. Dla a = 1 maksymalnym polozeniem
dwdéch segmentéw jest |ApMe®| = 7/2, a dla o = 2 jest to |ApMe®| = 7. W zastosowaniach
sensowne bedzie uzywanie tego modelu z parametrem « € [1/2, 2]. Tak zdefiniowany model
nazywaé bedziemy rozszerzonym modelem sprezystosci.

Rysunek 2.9 przedstawia poréwnanie funkcji opisanych przez (2.23) i (2.58), reprezen-
tujacych sprezystosé zlacz miedzy segmentami w przypadku, gdy a = 21 k£ = 1, 1/10,
1/100 Nm.
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Rysunek 2.10: Funkcje opisujace sprezysto$é zlacz. Rysunek A) przedstawia wykresy funkcji
sprezystosci K; dla wspélezynnikéw k= 0,01; £ = 0,1; K = 1 Nm. Na rysunku B) przedstawione
zostaly analogiczne wykresy dla funkcji K; opisujacej sprezystosé zlacza wyznaczonej na podstawie

minimalizacji energii zginania pretéw (przyjeliémy, ze maksymalna energia zgiecia wystepuje dla

pretéw ustawionych pod katem ).

Wstawiajac rozszerzona funkcje sprezystosci do réwnan (2.24) i wyznaczajac réwnania ru-
chu z wzoréw Lagrange’a (2.20) otrzymamy réwnania ruchu w postaci podobnej do (2.56) za

wyjatkiem cztondéw zwigzanych ze sprezystoscig. Réwnania ruchu w postaci bezwymiarowej

przyjma wtedy postac:

Y omigeip == mijsi i — nyqic +n’p Y dijg;

J=1 J=1 J=1

Przedstawiona powyzej definicja funkcji opisujacej sprezystos¢ miedzy zlaczami ma sens
fizyczny. W pracy [48] autorzy uzyskali réwnania odpowiadajace funkcji K;, gdy maksymalny

kat zgiecia miedzy sasiednimi segmentami wynosit 7, minimalizujac energie zgiecia dwoch

kolejnych segmentéw.
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2.5.2. Ruch punktu zaczepienia liny

Innym istotnym rozszerzeniem modelu liny jest dodanie mozliwosci ruchu punktu zaczepienia
liny. Taki model zastosowalismy w pracy [49]. Podobny model opisany zostal w pracy [50].
Pierwszy segment, na ktory nie dziataja sity sprezyste oraz dyssypacja, zaczepiony jest do
punktu, ktérego trajektoria w czasie okreslona jest przez (zo(t), yo(t)). Woéwczas réwnania
opisujace potozenie §rodka ciezkosci (z;(t), vy;(t)) przyjma nastepujaca postac:

T = To +zl:lcos<pj,

J=1

i (2.59)
yi = Yo+ Y lsing;,

j=1
co wplywa na posta¢ energii kinetycznej i potencjalnej. Po uwzglednieniu ruchu punktu

zaczepienia, réwnania ruchu liny w postaci bezwymiarowej przyjmuja nastepujaca postac:

n n
. .9 .
D MiciPp == > Migsi P — MGicid;
=1 j=1

+n’k > eipi+ n’p > dijp; (2.60)
j=1 j=1

+ nfoaisi - nwobici, 1= 177,,

gdzie s; = sin(yp;), a; = b, =n —i+1, & = Lig/c®, g = Lijp/c dla i = 1...n. Powyzsze

rownanie poda¢ mozemy w postaci macierzowej:
Cp = —Sp? + n’kEp + n’pD¢ — nyQ + néoA — niyB, (2.61)

gdzie nowe wspotezynniki oznaczaja: A = [a;s;] oraz B = [b;¢;].

2.6. Podsumowanie

W tej czesci wyprowadziliSmy rownania ruchu dynamiki lin i tancuchéw. Réwnania opisuja
uktad potaczonych segmentéw. Przyjmujac, ze segmenty sg pretami, ktorych srodek ma-

sy znajduje si¢ w $rodku preta, sformowalidémy posta¢ rownan, ktore opisuja ruch realnego
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taicucha lub liny. W drugim przypadku, jako segment przyjeliémy wahadto matematycz-
ne i otrzymalidmy réwnania, dla ktorych zastosowaé mozna bardzo efektywne algorytmy
numeryczne. Modele te mozna dodatkowo w prosty sposéb rozszerzy¢ przez dodanie lub
modyfikacje poszczegdlnych cztonéw. W szezegdlnosci, w literaturze pojawilty si¢ prace, w
ktorych z powodzeniem zastosowano i rozwinieto wyprowadzone w tej czesci réwnania ru-
chu. Dla przyktadu, w pracach [50, 51, 52| autorzy wprowadzili periodyczny ruch pierwszego
elementu, mozliwo$¢ rozciggania liny oraz modyfikacje sprezystosci ztacz.

Dodatkowo na poczatku rozdziatu przedstawilismy sposob generacji krzywej tancuchowej

i dyskretnej krzywej tancuchowej z dodatkowymi wiezami.



Rozdziat 3

Catkowanie numeryczne réwnan ruchu

Znalezienie analitycznego rozwigzania rownan ruchu otrzymanych w poprzednim rozdziale
nie jest mozliwe. Bedziemy wiec poszukiwaé rozwigzania rownan ruchu stosujac algorytmy
numeryczne. Dobor odpowiedniej metody numerycznej oraz opracowanie efektywnego al-
gorytmu mozna poréwnacé z budows aparatury doswiadczalnej, ktorej celem jest rejestracja
zjawiska i dokonanie odpowiednich pomiarow. Budowa aparatury doswiadczalnej jest istotng
czescia kazdej pracy naukowej. W zwiazku z powyzszym rozdzial ten poswiecimy na wyboér
odpowiedniej metody numerycznej i opis algorytmu numerycznego bedacego odpowiednikiem

aparatury badawczej.

3.1. Zagadnienie poczatkowe pierwszego rzedu

Réwnania ruchu otrzymane w poprzednim rozdziale naleza do klasy réwnan rézniczkowych

zwyczajnych drugiego rzedu:

Sb = U’(ta 2 90)7 SO(tO) = Yo, Sb(to) = 9b0~ (31>

Najbardziej oczywiste wydaje sie zatem zastosowanie metod catkowania numerycznego dla
zagadnien poczatkowych drugiego rzedu. Jednym z pierwszych, ktéry zaproponowat metody
tego typu byt Nystrom [53]. Obecnie metody numeryczne rozwiazywania zagadnienn drugiego
rzedu nazywamy zwyczajowo metodami metodami Nystréma (np. metody Rungego-Kutty
dla zagadnien drugiego rzedu nazywamy metodami Rungego- Kutty-Nystroma). Efektywnosé

metod Nystroma widoczna jest tylko w przypadku specjalnych zagadnien drugiego rzedu,

34
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gdy prawa strona rozwazanego problemu nie zalezy od ¢, tj. ¢ = u(t, ¢). W ogblnym
przypadku takim jak (3.1) zastosowanie metody Nystroma wymaga dodatkowych naktadéw
pracy na przyblizenie wartosci ¢ wystepujacej po prawej stronie rownania. W literaturze
znalez¢ mozna tylko nieliczne prace dotyczace metod Nystroma dla przypadku ogdlnego. Sa
to miedzy innymi prace [54, 55]. Algorytmy tego typu nie doczekaly sie jednak implementacji,
ktora bytaby dzis powszechnie stosowana.

Zagadnienia (3.1) rozwigza¢ mozna dokonujac transformacji réwnai rézniczkowych dru-
giego rzedu do uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu i zastosowanie metod dla tego
typu zagadnien. O wyborze tego podejscia w duzej mierze zadecydowato bogactwo litera-
tury dotyczacej teorii metod numerycznego catkowania zagadnien poczatkowych pierwszego
rzedu oraz szeroki wachlarz dobrze udokumentowanych pakietéw obliczeniowych.

Transformacje réwnan ruchu przeprowadzimy wprowadzajac nowa zmienna ; = ¢;. W

wyniku tej transformacji otrzymujemy uktad réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu o roz-

miarze 2n:
Y t
v _ | plt) | _ | w0 ' (32)
19 U(t, 90719) 19<t0) 790
S—— N——
] f(ty) y(to) Yo

Stosujac standardows konwencje oznaczen przyjmujemy, ze powyzsze rownanie nalezy do

klasy zagadnien poczatkowych pierwszego rzedu:

Y= f(t7 y)a y<t0) = Yo- (33>

3.2. Kryteria wyboru metody numerycznej

Przyblizone rozwiazywanie zagadnien poczatkowych postaci (3.3) jest zagadnieniem siegaja-
cym czasoOw Leibniza i Eulera. Gwalttowny rozwoj metod numerycznych catkowania rownan

rozniczkowych zwyczajnych rozpoczat si¢ w polowie poprzedniego stulecia i zwiagzany byt
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z rozwojem nauki i techniki oraz ciggle rosnaca moca obliczeniowa komputeréw. Do naj-
bardziej obszernych i kompleksowych prac nad metodami numerycznymi dla réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych zaliczy¢ mozna monografie opracowane przez Hairera, Norsetta i
Wannera [56, 46]. Pierwsza z prac dotyczy metod jawnych, druga metod niejawnych i zagad-
nien zle uwarunkowanych. W tych pracach opisano najnowsze osiagniecia w zakresie teorii,
konstrukcji jak i implementacji réznych klas metod numerycznych rozwigzywania réwnan
rézniczkowych.

Przy wyborze najlepszej metody dla danego zagadnienia pod uwage bedziemy brali przede
wszystkim efektywno$é metody, czyli osiggniecie jak najlepszej precyzji obliczen przy moz-
liwie najmniejszym koszcie obliczen. Zdefiniujemy zatem kryteria, ktore wpltywaja na efek-

tywnos$¢ danej metody numeryczne;j.

3.2.1. Rzad metody

W ogdélnosci, metoda numerycznego catkowania rownan rézniczkowych polega na wykonaniu
jednego kroku obliczen. Caty proces numerycznego catkowania polega na wykonaniu wielu
krokéw numerycznego catkowania, az do osiggniecia konca przedziatu catkowania. Do naj-
wazniejszych cech metody numerycznej zaliczy¢ mozna zbieznos¢. Z pojeciem tym, w sposob

istotny, zwigzane jest pojecie rzedu zbieznosci metody.

Definicja 1 Metoda numeryczna jest rzedu p, jezeli dla kazdego dostatecznie gladkiego za-

gadnienia (3.3) istnieje taka stala &, Ze spelniona jest nastepujaca zaleznosé
ly(t; +h) = yin || < ERPFY, (3.4)

gdzie y; 11 jest przyblizong wartoScig rozwigzania dokiadnego w punkcie t;11 = t; + h, otrzy-

mang za pomocg metody numerycznej z krokiem catkowania o dtugosci h.

Z tej definicji wynika, ze wzrost rzedu metody umozliwia catkowanie z wigkszym kro-
kiem catkowania przy zapewnieniu zgdanej zbieznosci. Do przeprowadzenia obliczen o duzej

precyzji pozadane jest aby metoda byta mozliwie wysokiego rzedu.



3.2. Kryteria wyboru metody numerycznej 37

3.2.2. Stabilno$¢ metody

Inna istotna wtasnoscig metody numerycznej jest jej stabilnosé. Na poczatku lat szesédzie-
sigtych ubiegtego wieku zauwazono, ze powszechnie stosowane metody jawne sa bardzo nie-
efektywne dla pewnych typéw zagadnien. Rozwiazanie dla tych zagadnien byto wolnozbiezne
i nic nie wskazywato na potrzebe drastycznego zmniejszenia kroku catkowania podczas ob-
liczen. Przeprowadzono analize, ktora doprowadzita do znalezienie przyczyny tego zjawiska.
Okazato sig¢, ze powodem restrykcji dotyczacej kroku catkowania byty wymogi co do stabil-
nosci stosowanych metod numerycznych. Obecnie wiadomo, ze metody jawne, ze wzgledu
na ograniczong stabilnos$¢, nie sa efektywne w przypadku zastosowania do zagadnien zle
uwarunkowanych, nazywanych powszechnie zagadnieniami sztywnymi (stiff).

W literaturze rozwazane sa rozne rodzaje stabilnosci metod numerycznych catkowania
rownan rézniczkowych. Do najwazniejszych z nich zaliczamy stabilnos¢ liniowa. Analiza sta-
bilnosci dla zagadnien nieliniowych wcigz jest otwartym problemem. W takim przypadku
dokonuje sie linearyzacji danego zagadnienia i bada tak otrzymany liniowy uktad réwnan

rozniczkowych. Do analizy stabilnosci metod przyjmuje sie nastepujace zagadnienie testowe:

y(t) = y(t), y(0)=1, XeC, (3.5)

ktérego rozwigzaniem jest funkcja

y(t) = eM. (3.6)

7 punktu widzenia stabilnosci, najbardziej istotny jest przypadek, gdy A < 0. Warunki
stabilnosci definiuje sie dla danej rodziny metod. Wprowadza sie pojecie obszaru stabilno-
sci metody, oznaczonego przez S. Gdy metoda nie ma zadnych restrykeji stabilnosci przy
calkowaniu zagadnienia (3.5), wéwczas metode nazywamy absolutnie stabilng (A-stabilna).

Bardziej formalnie cecha ta opisana jest w ponizszej definicji:

Definicja 2 Metode numeryczng catkowania zagadnienia poczgtkowego (3.5) nazywamy A-

stabilng, jezeli jej obszar stabilnosci zawiera lewq polplaszczyzne plaszczyzny zespolonej, tj.

(S§>C).
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Okazuje sie jednak, ze w przypadku zagadnien bardzo sztywnych (A < 0) wlasnosé A-
stabilnosci jest niewystarczajaca. W zaleznosci od klasy metody wprowadzono dodatkowe
typy stabilnosci. Na przyktad dla metod jednokrokowych wprowadza sie pojecie metod L-
stabilnych, a dla wielokrokowych sztywnie stabilnych.

W przypadku ogdlnego zagadnienia nieliniowego postaci (3.3) wprowadzone zostato po-
jecie B-stabilnosci. Precyzyjne okreslenie tego pojecia jest bardzo ztozone. Korzystajac z
wezesniej zdefiniowanych poje¢ mozemy jednak okresli¢ cechy metod B-stabilnych. Metode
nazywamy B-stabilna, jezeli jest absolutnie stabilna dla zagadnien nieliniowych. Zatem ta
wlasnosé jest odpowiednikiem A-stabilnosci dla problemoéw liniowych. Szczegoty dotyczace
teorii stabilnosci dla metod catkowania numerycznego zawiera wspomniana wczesniej praca
[46].

Stabilno$¢ metody bedzie wazna cechg brang pod uwage przy wyborze metody oblicze-

niowej, gdyz moze istotnie wyptynaé na efektywnosé obliczen.

3.3. Pakiety obliczeniowe

Metody numeryczne do zagadnien poczatkowych podzieli¢ mozemy na jawne i niejawne. Ten
podzial dotyczy sposobu definicji metody. Metody jawne przy wykonaniu kroku obliczen,
dla y; = y(t;_1 + h), wymagaja tylko znajomosci wartosci obliczonej w poprzednim kroku.
Algorytmy tego typy sa proste w implementacji, jednak w ogélnym przypadku nie sa stabilne.
Jezeli do wyznaczenia y; wymagana jest réwniez znajomosé y(t;), wowezas mamy do czynienia
z metodag niejawng. W tym przypadku implementacja metody jest ztozona, gdyz wymaga
rozwiazania nieliniowego uktadu réownan. Mimo to teoria tych metod bardzo si¢ rozwineta,
gdyz w tej klasie metod mozna znalez¢é metody stabilne.

Zarowno metody jawne jak i niejawne doczekaly sie efektywnych implementacji w postaci

programu komputerowego.
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3.3.1. Przeglad algorytméw

Do prac [56, 46] dotaczone zostaly kody zZrédtowe procedur dla wybranych algorytméw,
bazujacych gltéownie na metodach jednokrokowych Rungego-Kutty lub schematach ekstra-
polacyjnych!. Kolekcje metod wybranych do testéw wzbogaciliémy o przedstawicieli metod
wielokrokowych opracowanych przez lavernaro i Mazzia? [57] oraz Cash i Considine® [58].
Wszystkie procedury zaimplementowane zostaly w jezyku Fortran 77 wedtug podobnych
zasad i standardow programistycznych. Z tego wzgledu, sa one doskonalym materialem te-
stowym. Tekst Zrodtowy procedur dostepny jest na stronach internetowych autoréow. Do
testow wybralismy kilka metod opartych na réznorodnych metodach numerycznych. Ponizej

prezentujemy krotki opis uzytych przez nas programow:

DOPRI8 - Algorytm numerycznego catkowania zagadnien poczatkowych pierwszego rzedu.
Algorytm ten bazuje na jawnej metodzie Rungego—Kutty (Dopri8(7)), rzedu ésmego z au-

tomatycznym doborem kroku catkowania.

ODEX - Algorytm ekstrapolacyjny (Gragg—Bulirsch—Stoer) numerycznego catkowania zagad-
nien poczatkowych pierwszego rzedu oparty na jawnej metodzie punktu srodkowego. Umoz-

liwia on automatyczny dobor rzedu metody i kroku catkowania.

RADAU - Algorytm numerycznego catkowania sztywnych zagadnien poczatkowych pierwszego
rzedu. Algorytm ten bazuje na niejawnej, L-stabilnej metodzie Rungego-Kutty typu Radau

ITA, rzedu 5, 9, 13 z automatyczng zmiang rzedu i kroku catkowania.

SDIRK4 - Algorytm numerycznego catkowania sztywnych zagadnien poczatkowych pierwsze-
go rzedu. Algorytm ten opiera si¢ na L-stabilnej niejawnej metodzie typu SDIRK (Singly
Diagonal Runge—Kutta), stopnia czwartego, rzedu czwartego z automatycznym doborem kro-

ku catkowania.

'E. Hairer - http://www.unige.ch/ hairer/software.html
2F. Mazzia - http://www.archimede.dm.uniba.it/ mazzia/ode/gam.html
3J. Cash - http://dl.acm.org/doi/10.1145/146847.146923
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SODEX - Algorytm ekstrapolacyjny oparty na liniowo niejawnej metodzie punktu srodkowego

z automatycznym wyborem rzedu metody i kroku catkowania.

GAM - Algorytm catkowania sztywnych zagadnien poczatkowych pierwszego rzedu oparty na
wielokrokowych, A-stabilnych metodach Adamsa (Generalized Adams Methods). Umozliwia

on automatyczny doboér rzedu metody (pomiedzy 3, 5, 71 9) i kroku catkowania.

MEBDF - Algorytm catkowania sztywnych zagadnien poczatkowych pierwszego rzedu opar-
ty na zmodyfikowanych formutach wstecznego rézniczkowania (Modified Extended Backward
Differentiation Formulae). Umozliwia on automatyczny dobo6r kroku catkowania i rzedu me-

tody (maksymalnie do ésmego rzedu).

Wszystkie obliczenia wykonane za pomoca powyzszych algorytmow wykonane zostaty na
stacji roboczej z procesorem Xenon E31225 4 x 3.1GHz pracujacej pod kontrolg systemu
operacyjnego Windows 10. Kod procedur skompilowany zostal przy pomocy kompilatora
g77 3.4.0. Obliczenia przeprowadzono w trybie podwdjnej precyzji. Kod zrédtowy procedur
definiujacych rownania ruchu dla Modelu A i Modelu B podany jest w zataczniku rozprawy

doktorskiej [18].

3.3.2. Testy algorytmow

W literaturze znalez¢ mozna zbiér zagadnien testowych, dla ktérych przeprowadzono i opu-
blikowano testy poréwnawcze dla wiekszosci opisywanych wyzej algorytmow. Poczatkowo
testy opracowane zostaly przez Hairera i Wannera [46] i w dalszych latach zostaty rozszerzo-
ne i upublicznione przez CWI* (National Research Institute for Mathematics and Computer

Science in the Netherlands). Obszerny raport z tych testow zawiera publikacja [59].

Jednym z zagadnien testowych zaproponowanych w obu publikacjach jest problem spre-

zystej belki (BEAM Problem). Problem ten dotyczy dynamiki sprezystej belki zamocowane;

‘https://archimede.dm.uniba.it/"testset/testsetivpsolvers/
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w jednym z koncéw, na ktora dziata sita wymuszajaca w drugim z koncow. W modelu tym
pomija sie dyssypacje oraz sity grawitacyjne. Gtéwnym powodem, dla ktérego odwotujemy
sie do tego zagadnienia, jest podobienstwo réwnan ruchu belki do réwnan ruchu lin prezento-
wanych w poprzednim rozdziale. Mozemy zatem przyjac rezultaty tych testow jako pierwszy
wstepny test algorytmow. Wyniki testéow efektywnosci dla zagadnienia sprezystej belki wy-
raznie wskazuja na wyzszos¢ procedur bazujacych na formutach niejawnych. To sugeruje, ze
mamy do czynienia z zagadnieniem zle uwarunkowanym. W nastepnym paragrafie przepro-
wadzimy wiec analize uwarunkowania uktadu réwnan ruchu liny w zaleznosci od parametrow

rownan ruchu.

3.4. Analiza stabilnosci rownan ruchu

Pojecie ztego uwarunkowania réwnan rozniczkowych nie jest pojeciem precyzyjnie okreslo-
nym. Przez zagadnienie zle uwarunkowane (sztywne) rozumieé bedziemy réwnania réznicz-
kowe, dla ktorych w wyniku zastosowania niektérych metod numerycznych ujawnia sie efekt
nienaturalnego zanizenia dtugosci kroku catkowania, w celu uzyskania wyniku o odpowied-

niej precyzji. Bardziej formalnie pojecie to zdefiniowa¢ mozna w nastepujacy sposéb:

Definicja 3 [60] Zagadnienie poczgtkowe zdefiniowane jako uklad n réwnan rézniczkowych
w postact (3.3) nazywamy Zle uvwarunkowanym w przedziale t € [to, t1], jezeli dla kazdego

t z tego przedziatu zachodzi:

L1 Re(M(1) <0,

N=
=
fa—
s}/
—
~
S~—
N

gdzie \;(t) sq warto$ciami wlasnymi macierzy Jacobiego:

J(t) = 8@;”, ij=1l.n.
J

7Z tej definicji wynika, ze zagadnienia zle uwarunkowane charakteryzuja sie duzym rozrzu-

tem wartosci wlasnych uktadu. W ogélnym przypadku, dla réwnania nieliniowego macierz
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Jacobiego oraz jej wartosci wlasne nie sa znane, gdyz wyrazone sa przez nieznana funkcje
y. Dlatego analize uwarunkowania upraszcza sie do przypadku liniowego. W praktyce do-
konujemy wiec linearyzacji uktadu réwnan rézniczkowych i badamy uwarunkowanie uktadu
liniowego.

Dla réwnan ruchu liny w postaci (2.57) linearyzacji dokonujemy w otoczeniu rozwiazania

¢ = ¢ = 01 otrzymujemy nastepujace rownanie liniowe dla réwnania ruchu liny:
Mgy = n*kKp + n®pD¢
4 (3.7)
¢ =n’kM 'Kp +n’pM'Dg.

Dalsza analize wykonamy dla Modelu B (uktadu wahadet), ze wzgledu na specyfike wystepu-
jacych tam wspoétezynnikow i mozliwosé podania rozwiazan w postaci analitycznej. W tym
przypadku macierz K i D réwne sa macierzy M~! = A zdefiniowanej w (2.50), wiec po

uproszczeniu réwnania otrzymujemy:
¢ =n kA% + ndpA2p. (3.8)

Powyzsze réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu zapisa¢ mozemy jako uktad réwnan rzedu

pierwszego: '
0 I
LA 7 (3.9)
) n’rA? nPpA? )
6 A 0

Dla macierzy tréjdiagonalnej A w postaci (2.50), o rozmiarze n, znane sa wartosci wlasne
[60]:
v
N\ = —4sin? ——— i=1..n. 3.10
‘ 2(n+1) (3.10)
Jezeli liczba A € C jest wartosciag wlasng macierzy A, wéwczas macierz A posiada dwie

odpowiadajace jej wartosci wlasne:
1 1
€1 = §n3p)\2 + 5/\11 P*nANE + 4dkn, (3.11)
1 1
£y = 5713,0)\2 — 5)\” p*nAN? + 4kn. (3.12)
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Dla dowolnego n > 0, wartosci \; zawieraja sie w przedziale [—4, 0], a zatem

€1 € {8713/) — 2n4/16p%*n* + 4kn, O} : (3.13)
€9 € [0, 8n3p + 2n4/16p2n* + 4kn| .

Dla n — oo wartosci wlasne daza do: |e1| — 11 |ea| — oo. Zatem wskaznik uwarunkowania

(3.14)

dla tego zagadnienia réwniez dazy do co. Ponadto widzimy, ze wartos¢ wskaznika uwarun-
kowania zalezna jest od wartosci 8n3p + 2n+1/16p?n* + 4xn. Uwarunkowanie zadania bedzie

si¢ pogarsza¢ wraz ze wzrostem n, p oraz k.

3.5. Testy numeryczne

W tej czesci pracy zdefiniujemy zagadnienie testowe i przedstawimy wyniki testow nume-
rycznych wykonanych dla réznych wersji zagadnienia. Testy stanowi¢ beda podstawe przy

wyborze algorytmu obliczeniowego dla probleméw dynamiki lin.

3.5.1. Zagadnienie testowe spadku liny

Lina o dtugosci L =1 m i masie M = 0,1 kg zaczepiona jest w dwoch koncach lezacych na
tej samej wysokoéci i odlegtych od siebie o zg = 0,5 m. Na line dziata tylko sita grawitacji
7 przyspieszeniem g = 9,81 m/s?. Przyjmujemy, ze poczatkowo lina wisi swobodnie i nie
porusza sie. Ksztalt poczatkowy liny jest wiec krzywq tancuchowq opisana w paragrafie
2.1.2. W chwili poczatkowej ty = 0 jeden z konicow liny zwolniono i lina spada swobodnie.

Przyjmujemy, ze lina reprezentowana bedzie przez tancuch zbudowany z n = 40 ogniw.

3.5.2. Testy wydajnosci algorytméw numerycznych

W tej czesci przedstawimy wyniki testéw numerycznych dla zagadnienia spadku liny prezen-

towanego w czesci 3.5.1. Rozwazac¢ bedziemy nastepujace przypadki:

o Eksperyment I - spadek tancucha idealnego: £ =0 Nm, r =0 Nms,
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o Eksperyment II — spadek tancucha sprezystego: k = 0,1 Nm, r =0 Nms,
o Eksperyment III - spadek tancucha realnego: £k =0 Nm, r = 0,01 Nms.

Rysunek 3.1 przedstawia rezultaty obliczen dla powyzej zdefiniowanych eksperymentow, uzy-
skanych odpowiednio dla Modelu A i Modelu B z parametrem dyskretyzacji n = 40 i w prze-
dziale t € [0, 1/2] s. Widzimy, ze rezultaty otrzymane dla obu modeli r6znia sie nieznacznie.
Symulacje przeprowadziliémy za pomoca procedury RADAU, z tolerancja btedu 10714,
Chcielibysmy ustali¢ efektywnos¢ wybranych algorytmoéow dla powyzszych przypadkow
testowych i dla roéznej tolerancji btedu obliczen. Da nam to poglad, ktéra z metod jest
najbardziej wydajna w zaleznosci od zadanej doktadnosci obliczen. Efektywnosé algorytmu
wyznacza¢ bedziemy dokonujac pomiaru czasu obliczen oraz bledu globalnego wyniku na
koncu przedziatu catkowania. Blad rozwiazania numerycznego w zadanej chwili ¢ definiujemy

nastepujaco:

Error(t) = J 21n Xn: (yi(t) = ﬂi(t))27 (3.15)

I\ [0
gdzie y(t) i §(t) sa odpowiednio rozwiazaniem numerycznym i rozwigzaniem doktadnym (za-
wierajacym zaréwno polozenie ¢; jak i predkosé ¢;). Rozwiazanie analityczne dla problemu
spadku liny nie jest znane. Dlatego jako rozwiazanie doktadne ¢;(t), i = 1...2n, przyjmuje-
my rozwigzanie przyblizone otrzymane metodg RADAU5, z tolerancjg btedu lokalnego réwna
10!, Testy numeryczne polega¢ beda na wykonaniu serii obliczent z tolerancja btedu lokal-
nego tol = 10721073, ..., 107! i wyznaczeniu czasu obliczenn CPU oraz bledu otrzymanego
na koncu przedziatu catkowania Error=FError(0,5). Wyniki zaprezentujemy w postaci dia-
graméw w skali logarytmicznej prezentujacych zaleznosé naktadéw pracy wyrazonych jako

czas obliczen od precyzji obliczen (work-precision diagram).
Obliczenia przeprowadzimy niezaleznie dla Modelu A i B, opisanych odpowiednio w para-
grafach 2.3.11 2.3.3. Zweryfikujemy w ten sposéb, jaki wptyw na doktadnosci i czas obliczen

ma transformacja rownan ruchu 2.3.3.
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0.0 Eksperyment | 0.0 Eksperyment I
Model A Model B
-0.34 3 -0.3 4 3
-0.6 r -0.6 r
-0.94 F -0.94 F
-1.2 i T i -1.2 i T i
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6
x x
0.0 Eksperyr‘nent 11 0.0
Model A
-0.34 3 -0.34
-0.6 1 3 -0.6 1
-0.9+ r -0.9+
-1.2 i T i -1.2 i T i
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6
x x
0.0 Eksperyment III 0.0 Eksperyment I1I
Model A Model B
-0.3 r -0.3+ r
-0.61 r -0.61 r
-0.94 F -0.94 F
-1.2 \ ‘ : -1.2 \ ‘ :
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6
x x

Rysunek 3.1: Symulacja spadku liny dla Modelu A i Modelu B. Rysunki przedstawiaja ksztatt
liny otrzymany w Eksperymencie I, II oraz III z krokiem co At = 0,05 s. Lina o dlugosci L =1 m

i masie M = 0,1 kg reprezentowana jest przez lanicuch o n = 40 segmentach.
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10 3 4 . | . | . . | . L 10 3 4 . | . | . . | . L
i| —e— RADAU Model A i| —e— RADAU Model B
] SDIRK4 [ ] SDIRK4 [
{| —<— DOPRIS F {| —<— DOPRI8 H

102 4| —=— ODEX L 102 4| —=— ODEX L
1| —¥— SODEX E i| —=— SODEX E
1| —=— MEBDF F 1| —=— MEBDF
1| —— GaM i 1| —— GaMm

102 10 107% 108 107101012 102 10™* 107 10°® 107101012
Error Error

Rysunek 3.2: Diagram zaleznosci nakladu pracy od precyzji — Fksperyment I. Wykresy pokazuja
czas obliczen C'PU 1i precyzje obliczen Error, otrzymane dla wybranych algorytméw numerycznych
z tolerancjg btedu lokalnego tol = 1072,1073, ..., 1070, Obliczenia przeprowadzono dla FEkspery-
mentu I przy uzycia Modelu A i Modelu B.

Eksperyment |

Dla tego przypadku rezultaty obliczen przedstawione na rysunku 3.2 pokazuja przewage me-
tod jawnych nad niejawnymi. Wérdéd nich wyrdznia sie algorytm DOPRI8, dla ktorego otrzy-
malismy najlepsze rezultaty w calym zakresie tolerancji btedu. Zagadnienie to nie wykazuje
zatem sztywnosci. Porownujac wyniki dla obu modeli stwierdzamy znaczna przewage Modelu
B, jezeli chodzi o czas obliczen. Orientacyjnie, czas wykonania obliczen dla tego modelu jest

od pieciu do dziesieciu razy krotszy niz dla Modelu A.

Eksperyment Il

Rysunek 3.3 przedstawia rezultaty obliczen dla Eksperymentu II. W tym przypadku metody
jawne rowniez osiagaja lepsze wyniki. Wéréd metod jawnych bardzo dobre rezultaty w obu
przypadkach osiagneta procedura DOPRI8. Jezeli chodzi o metody niejawne, wyjatkiem jest
tu procedura RADAU, ktora dla Modelu A i wyzszych tolerancji btedu okazata sie najbardziej
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103 ] | . | . | . : 103 ] | . | . | . :
i| —e— RADAU Model A i| —e— RADAU Model B
] SDIRK4 [ ] SDIRK4 r
{| —<— DOPRIS 1| —<— DOPRIS
102 4| —=— ODEX 102 4| —=— ODEX L
1| —¥— SODEX | —=— SODEX
1| —=— MEBDF 1| —=— MEBDF
1 GAM 1| —— GaMm
710" —10! -
o o) :
[ o F
1014 . 10 1/ I
102 10* 10°% 108 10°1010-12 102 10% 10°% 10® 10°10 1012
Error Error

Rysunek 3.3: Diagram zaleznosci nakladu pracy od precyzji — Eksperyment II. Wykresy pokazuja
czas obliczen C'PU 1i precyzje obliczen Error, otrzymane dla wybranych algorytmow numerycznych
z tolerancjg btedu lokalnego tol = 1072,1073, ..., 10710, Obliczenia przeprowadzono dla FEkspery-
mentu II przy uzycia Modelu A i Modelu B.

efektywna. Poréwnujac otrzymane wyniki do wynikéw dla Eksperymentu I widzimy, ze wzrost
czas obliczen dla wszystkich metod.

W celu petniejszego zrozumienia wptywu tego czynnika na rozwiazanie numeryczne prze-
prowadzimy dodatkowe testy dla & = /10 dla i = 0...10. Przyjmujemy, ze wszystkie inne
parametry réwnan ruchu zostajg takie same jak w FEksperymencie II, obliczenia wykona-
my dla tolerancji btedu 107%. Na rysunku 3.4 pokazano czas obliczei dla zmieniajacego
sie parametru k. Przy wzroscie wspotczynnika k obserwujemy wzrost naktadéw obliczenio-
wych. Wyttumaczeniem tego zjawiska moze by¢ pojawienie si¢ matych drgan w uktadzie po
wprowadzeniu sprezystosci ztacz, co wiaze si¢ z potrzeba zmniejszenia kroku catkowania.
Dodatkowo efekt ten moze by¢ wynikiem pogorszenia sie wskaznika uwarunkowania réwnan
ruchu, na co wskazywata analiza stabilnosci 3.4. Dobre wyniki uzyskane dla metod jawnych
swiadcza jednak, ze sztywno$é¢ rownan nie jest duza. Porownujac efektywnosé obliczen dla

obu modeli, widzimy tu réwniez znaczng przewage Modelu B nad Modelem A.



3.5. Testy numeryczne 48

10 3 El 1 Il L E 10 3 E L I 1 L
i| —e— RADAUS5 Model A il —e— RADAUS Model B F
] SDIRK4 [ ] SDIRK4 r
{| —<— DOPRIS H {| —<— DOPRIS8
102 4| —=— ODEX L 102 4| —=— ODEX L
1| —¥— SODEX E 1| —=— SODEX
1| —#— MEBDF L 1| —#— MEBDF
== %/j 1| —— Gam
-]
[a )
©100 - .
10 !5 3
10 -2 : : : ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
k

Rysunek 3.4: Diagram zaleznosci naktadu pracy od parametru k. Wykresy pokazuja czas obli-
czen CPU w zaleznosci od parametru sprezystoéci k dla wybranych algorytméw numerycznych.
Obliczenia przeprowadzono dla Eksperymentu II z tolerancja btedu 10~°, przy uzycia Modelu A i
Modelu B.

Eksperyment IlI

Wyniki otrzymane w tym eksperymencie i przedstawione na wykresach 3.5 ujawniaja, ze
po wprowadzeniu tarcia wewnetrznego w zlaczach, uwarunkowanie rownan ruchu znacznie
sie pogorszyto. Rezultaty otrzymane dla metod niejawnych poréwnywalne sa do wynikéw z
Eksperymentu I. Dla metod jawnych réznica w czasie obliczen jest ogromna (rzedu 10?). W
tym przypadku stabilno$¢ metody wymaga drastycznego zmniejszenia kroku catkowania i
tym samym czasu obliczen niezaleznie od wymaganej precyzji obliczen. Zastosowanie metod
niejawnych jest w tym przypadku konieczne. Na szczegdlng uwage zastuguja algorytmy RADAU
i MEBDF. Czas obliczen dla Modelu B jest znacznie mniejszy niz dla Modelu A. Podobnie,
jak dla wspoétezynnika sprezystosci, wykonamy dodatkowe testy dla réznych parametrow
r = 4/100, i = 0...5 i tolerancji btedu na poziomie 107%. Rysunek 3.6 przedstawia wyniki
tych obliczen.
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Rysunek 3.5: Diagram zaleznosci nakladu pracy od precyzji — Eksperyment II1. Wykresy pokazuja

czas obliczen C'PU 1i precyzje obliczen Error, otrzymane dla wybranych algorytméw numerycznych

z tolerancjg btedu lokalnego tol = 1072,1073, ..., 10710, Obliczenia przeprowadzono dla FEkspery-

mentu I przy uzyciu Modelu A i Modelu B.

Dla metod niejawnych czas obliczen praktycznie nie zmienia si¢ przy rosnacym parame-

trze r. Dla metod jawnych obserwujemy wzrost czasu obliczen, co potwierdza, ze w tym

przypadku wymagane sg metody stabilne.
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Rysunek 3.6: Diagram zaleznosci nakladu pracy od parametru r. Wykresy pokazuja czas obliczen
CPU w zaleznoéci od parametru dyssypacji r dla wybranych algorytméw numerycznych. Obliczenia

przeprowadzono dla Eksperymentu III z tolerancja btedu 1075, przy uzyciu Modelu A i Modelu B.

Doktadnosc¢ obliczen

W powyzszych eksperymentach jako wartos¢ doktadng przyjmowaliSmy wartos¢ obliczong za
pomoca algorytmu numerycznego z duza precyzja (wieksza niz zastosowana w eksperymen-
tach). Réwnania ruchu dla r = 0 sa uktadem zachowawczym i w tym przypadku doktadnosé
obliczen mozemy zweryfikowaé¢ poréwnujac energie catkowita uktadu E(t) w kolejnych kro-
kach catkowania z warto$cia energii w chwili poczatkowej E(0). Blad energii definiowaé
bedziemy jako Error(t) = |[(E(t) — E(0))/E(0)]. Mozemy zatem przeprowadzi¢ ponownie
obliczenia dla eksperymentéw I 1 IT dla dtuzszego przedziatu catkowania ¢ € [0, 5] s i spraw-
dzi¢ btad energii. Rezultaty tych obliczen przedstawiaja rysunki 3.7 i 3.8.

Dla wiekszosci algorytmow, btad energii otrzymany w trakcie obliczen nie przekracza
zadanej precyzji 107, niezaleznie od modelu. Najmniejszy blad uzyskaliémy dla metody
DOPRI8. Na uwage zastuguje rowniez metoda RADAU, dla ktoérej btad obliczen jest bardzo

stabilny na poziomie 1077.
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Rysunek 3.7: Blad energii catkowitej — Eksperyment I. Wykresy pokazuja btad wzgledny energii
catkowitej liny Error w czasie ¢, dla wybranych algorytmdéw numerycznych. Obliczenia przeprowa-

dzono dla Eksperymentu I z tolerancja bledu 1075, przy uzyciu Modelu A i Modelu B.
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Rysunek 3.8: Blad energii catkowitej — Eksperyment II. Wykresy pokazuja btad wzgledny energii
catkowitej liny Error w czasie t, dla wybranych algorytméw numerycznych. Obliczenia przeprowa-

dzono dla Eksperymentu II z tolerancja btedu 1076 przy uzycia Modelu A i Modelu B.
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Podobne eksperymenty wykonane zostalty w pracy [61] dla algorytmdéw RADAU i MEBDF.
Autorzy pokazali znaczny spadek doktadnosci obliczen w przypadku zastosowania algorytmu
RADAU w symulacji spadku liny. Wyniki uzyskane w tym paragrafie nie potwierdzaja jednak
spadku doktadnosci obliczen (btedu energii catkowitej) dla algorytmu RADAU.

Wspébtczynnik dyskretyzacji rownan

Na koniec wykonamy testy dla problemu spadku liny z rosngcym parametrem dyskretyza-
¢ji réwnan ruchu n (rosnaca liczba segmentéw, z ktorych zbudowana jest lina). Z analizy
stabilnosci réwnan wynika, ze wzrost parametru n ma wpltyw na pogorszenie si¢ wskaznika
uwarunkowania uktadu. Obliczenia wykonaliémy z tolerancja 107° stosujac metode DOPRIS
dla dwoch pierwszych eksperymentéw i RADAU dla trzeciego eksperymentu.

Na rysunku 3.9 prezentujemy wykresy zaleznosci czasu obliczen od parametru n = ¢ x 20

z 1 = 1...15 dla Eksperymentow I, IT i III.

10* 1[5 Model A C 10t o Model A | 10* 15— Model A
103 1| —~— Model B F 103 4| —~— Modf}ﬁ/ 103 1| —~— Model B
102 1 . 102 1 ] 102 1
210! FoZi0! FoZ10!
%10‘)* i gloo// %100—
101 / ST ST
10 21 f 10 "2 f 10 21
10 31 f 10 31 f 10 31
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
n mn mn

Rysunek 3.9: Czas obliczen dla réznych wartosci parametru dyskretyzacji n. Wykresy pokazuja
czas obliczen C'PU spadku liny otrzymany dla Modelu A i Modelu B w zaleznosci od parametru
dyskretyzacji n. Obliczenia przeprowadzono za pomoca algorytmu DOPRI8 (FEksperymentu I i IT) i
RADAU (Eksperymentu IIT) z tolerancja bledu 1076,

Poréwnujac oba modele widzimy, ze réznica czasu obliczen jest bardzo duza. W pierwszym i

drugim przypadku czas obliczen dla Modelu A jest okoto pieéset razy dtuzszy niz dla Modelu
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B, przy n = 300. W trzecim przypadku, réznica jest tylko dziesieciokrotna (zastosowany tu
zostal jednak algorytm niejawny). Na uwage zastuguja rezultaty dla Eksperymentu II. Czas
obliczen dla tego przypadku jest znacznie dtuzszy niz w pozostatych przypadkach niezaleznie
od modelu. Wynika z tego, ze charakter rozwiazania wptywa na znaczne zmniejszenie sie
kroku obliczen i wzrost pracochtonnosci obliczen.

Srednie odchylenie kwadratowe rezultatéw na koncu przedziatu catkowania otrzymanych
dla obu modeli, przy n = 300, jest rzedu 10~3 m. Poréwnujac energie dla obu przypadkéw,
réznica jest rzedu doktadnosci maszynowej. Wnioskujemy z tego, ze dla rosnacego n Model

A mozna zastapié¢ przez Model B i w znacznym stopniu skrocié¢ czas obliczen.

3.6. Opis algorytmow

Po analizie wynikow testow prezentowanych w poprzedniej sekcji, w dalszej czesci zajmie-
my sie juz tylko algorytmami DOPRI8 i RADAU, dla ktérych uzyskaliSmy najlepsze rezultaty.
Podstawg tych algorytméw sg metody Rungego-Kutty. W tej czesci przedstawimy ich krotka

charakterystyke oraz szczegdty implementacji algorytméw.

3.6.1. Metody Rungego-Kutty

Dane jest zagadnienie poczatkowe pierwszego rzedu postaci (3.3).

Definicja 4 Metoda Rungego-Kutty (RK) stopnia s dla zagadnienia (3.3) zdefiniowana jest
w nastepujgcy sposob:

ki :f(tn+cih,yn+h Es) ai,jkj), 1=1...s,
s = (3.16)
Yn+l = Yn + h Z:l bzkw

gdzie a; ;,b;,c; € R sqg wspotczynnikami metody, h jest krokiem catkowania.

Wspotezynniki metod Rungego-Kutty prezentuje sie zazwyczaj w postaci tabliczki Butchera:

c A
LT ) (3.17)
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gdzie A = [a; ], b = [bi], c = [¢;], i,j = 1...s. Dodatkowo przyjmuje sie¢ réwniez, ze miedzy

wspotczynnikami ¢; i a;; zachodzg nastepujace zwigzki

¢ = iam, i=1..s. (3.18)
j=1

Najbardziej ogélnym podzialem metod RK jest podzial na metody jawne i niejawne.
Metody jawne ERK (Ezplicit Runge-Kutta) charakteryzuja sie tym, ze wspotezynniki a; ;
rowne sa zero dla 7 > i. Metody RK posiadajace niezerowe elementy diagonalne lub powyzej
diagonali macierzy wspétczynnikéw A nazywamy niejawnymi. W skrécie oznaczaé¢ bedziemy
je IRK (Implicit Runge-Kutta). Podzial ten jest bardzo istotny ze wzgledu na réznice w
implementacji algorytmu oraz wtasciwosci numeryczne takie jak rzad, zbieznosci i stabilnos¢.
Dla metod jawnych rzad metody jest mniejszy lub réwny stopniowi metody. Do zalet
tych metod nalezy bardzo prosta implementacja. Wada jest nieefektywno$é¢ w przypadku

zagadnien sztywnych.
Metody niejawne moga mie¢ rzad wiekszy od stopnia metody i dla tej klasy metod mozli-

wa jest konstrukcja metod stabilnych. Ceng w tym przypadku jest ztozono$¢ implementacji.

3.6.2. Implementacja metody jawnej Rungego—Kutty

Metody FRK zdobyty swa popularnosé dzieki swojej prostej strukturze, umozliwiajacej tatwa
implementacje algorytmu. Podstawg kazdego algorytmu numerycznego jest odpowiednia me-
toda numeryczna. Wspoétczesne algorytmy oparte na metodach FRK bazuja na schematach
zanurzonych (Embedded Runge-Kutta methods) definiujacych dwie metody o réznych rzedach
i wspoldzielacych wspoétezynniki a; ;. Do najbardziej efektywnych schematéw tego typu zali-
czamy schematy DOPRI5(4), DOPRIS(7)i DOPRIS(5,3), skonstruowane przez Dormand’a
i Prince’a [62, 63]. Te schematy zastosowane zostaly w wielu bardzo popularnych pakietach
numerycznych. Naleza do nich miedzy innymi RKSUITE [64], DXRK8 [65] czy wspomniane juz
algorytmy DOPRI5/DOPRI8/DOP853 [56].

W naszej pracy wykorzystywaé bedziemy algorytm oparty na schemacie DOPRIS(7). Jest

to schemat trzynastego stopnia (s = 13), zawierajacy dwie metody zanurzone rzedu ésmego
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i sibdmego. Umozliwia on zatem uzyskanie rozwiazania numerycznego rzedu 6smego ¥y,1
i siodmego 7,+1. Formuta zostatla wyznaczona tak, aby gtowna czes¢ btedu metody rzedu
6smego bylta minimalna. Ten schemat jest jednym z najbardziej efektywnych znanych metod
FERK. Najwazniejsza czedcig implementacji oprocz samego wyznaczenia wartosci y,.1 jest
automatyczny dobor kroku w zaleznosci od zadanej tolerancji TOL. Strategia doboru kroku
jest istotna czescia algorytmu i od niej zaleze¢ bedzie efektywnos$¢ algorytmu. W naszej
implementacji zastosowalismy algorytm lokalnej ekstrapolacji oraz technike zmiany kroku
catkowania zwana PI Step Size Control [56, 66].

Zastosowanie metod zanurzonych umozliwia oszacowanie btedu lokalnego rozwiazania

bardzo niskim kosztem. Oszacowanie to uzyska¢ mozna w nastepujacy sposob:

erry = Ynt1 — Uny1 = hz (bi - 52) ki. (3-19)
i:lw_/

€
Przyjmujac, ze za pomoca metody 6smego rzedu otrzymujemy doktadniejszy wynik, powyz-
sze wyrazenie jest oszacowaniem btedu lokalnego dla ¢,,;. Jako rozwigzanie numeryczne
przyjmowaé¢ bedziemy jednak wartos¢ y,.1. Technika ta nosi nazwe lokalnej ekstrapolacji.
Szereg testéw opisywanych w literaturze potwierdza stusznosé tego podejscia [67].

W przypadku, gdy obliczenia zakoriczytly sie pomyslnie (err, < TOL), woéwczas przyj-
mujemy wartos¢ y,.+1 jako nows wartos¢ poczatkowa i obliczamy dhugo$¢ kolejnego kroku

catkowania:

TOL\" A
hpi1 = hy, min (facmammax (facmm,fac <|673n‘> (le;TOLl’) ))7 (3.20)

gdzie « = 0,7/p=0,08751 5 =0,4/p = 0,05, a p jest rzedem metody zdefiniowanym w 1.

Dodatkowo wprowadziliSmy wspotczynnik bezpieczenstwa fac = 0,9 oraz ograniczenia na
zmiane dtugosci kroku fac,i, = 0,251 fac,e: = 5.
Jezeli krok nie zostal zaakceptowany (err,, > TOL), wéwczas obliczenia nalezy powtorzy¢

przyjmujac nastepujaca dtugosé¢ kroku:

TOL 1/(p+1)
) . (3.21)

lerr,|

hn+1 = 07 8hn <
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3.6.3. Implementacja metody niejawnej Rungego—Kutty

W przypadku zastosowania metody [RK stopnia s do problemu rzedu n, wyznaczenie war-
tosci k; wymaga rozwiagzania nieliniowego uktadu rownan z n x s niewiadomymi. 7 tego
wzgledu jeszcze do niedawna te metody byly wytacznie zrodtem teoretycznych rozwazan.
Obecnie, jak pokazali Hairer i Wanner [46], efektywna implementacja algorytméw bazuja-
cych na metodach niejawnych jest mozliwa.

Algorytm uzywany w niniejszej pracy bazuje na schematach typu Radau IIA. Ta metoda
charakteryzuje si¢ najlepsza stabilnoscig wsréd metod RK i dodatkowo jest rzedu p = 2s —1
[46]. Mechanizm automatycznej kontroli kroku catkowania dla powyzszego schematu oparty
zostat na idei metod wtozonych. W tym przypadku mozliwe jest znalezienie wspotczynnikow
b;, dla ktérych wartosé:

Unr1=Yn+h Z biki,
i=0

gdzie ko = f(zn, yn), bedzie przyblizeniem rozwiazania rzedu czwartego. Implementacja
algorytmu doboru kroku catkowania bedzie przebiega¢ zatem identycznie jak w przypadku
metody jawne;j.

Ze wzgledu na potrzebe rozwiazania nielinowego uktadu rownan, efektywna implementa-
cja metody niejawnej wymaga zmiany definicji metody. Redukcja wptywu bledéw zaokraglen
podczas obliczen mozliwa jest dzigki zastosowaniu pomocniczych zmiennych:

S
j=1
Po wprowadzeniu powyzej zdefiniowanych zmiennych do definicji metody RK, przyblizone
rozwigzanie zagadnienia (3.2) zapisa¢ mozemy w nastepujacej postaci:
Ynt1 = Yn + ) dizi, (3.23)
i=1
gdzie d = b" A1 Wyznaczenie wartosci 4,41 wymaga wiec rozwigzania nieliniowego uktadu

réwnan (3.22). Aplikacja metody Newtona do wyznaczenia wartosci z; zwiazana bedzie zatem
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z rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z macierza:

I — hfl1,1J1 I haLSJS
: : ; : (3.24)
I — hCL&lJl R h(l&st]s

gdzie J; = %ch (xy, + ¢;h, yn + 2;). Obliczenie wartosci Jakobianu jest zazwyczaj bardzo kosz-
towne. W celu redukcji kosztu obliczen wartosci J; zastepujemy wartoscig J ~ % (T, Yn)-
Algorytm zastosowany w tej pracy w catosci oparty zostal na procedurze RADAU5 opra-

cowanej przez Hairera i Wannera [46].

3.7. Podsumowanie

Podsumowujac powyzsze rozwazania stwierdzi¢ mozna, ze dla tancucha i liny z r = 0 réwna-
nia ruchu sa dobrze uwarunkowane i do obliczen zastosowa¢ mozna metody jawne. W tym
przypadku najlepsze rezultaty osiggnelismy dla procedury DOPRIS8 i ten algorytm stosowac
bedziemy w symulacjach. Jezeli pomiedzy elementami wystepuje tarcie wewnetrzne (r > 0),
to uktad réwnan ruchu jest Zle uwarunkowany i do catkowania numerycznego wymagana jest
metoda niejawna. Ze wzgledu na bardzo dobre wyniki otrzymane dla tego typu problemdow
stosowac¢ bedziemy algorytm RADAU. Poréwnujac wyniki obliczen dla obu modeli wyraznie wi-
da¢ duza przewage efektywnosci obliczen dla Modelu B. Efektywnos¢ metod dla tego modelu
widoczna bedzie w szczegolnosci przy symulacjach z duzym n.

Algorytmy opisane w tym rozdziale zostaly zaimplementowane w postaci pakietu oblicze-
niowego ODE-PACK opracowanego w jezyku C++. Implementacja algorytmu RADAUS w jezyku

C++ bazuje na procedurze StiffIntegrator dostepnej w pakiecie Integrator®.

Kod programéw w C++ skompilowany zostal przy pomocy kompilatora bee (Borland
C++ 5.6). Do obliczen z wykorzystaniem procedur w jezyku Fortran zastosowany zostat

kompilator g77 3.4.0 (GNU Fortran 77). Wszystkie obliczenia przeprowadzono w trybie

Shttp://www.unige.ch/ hairer/prog/IntegratorT.tgz
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podwdjnej precyzji. Obliczenia numeryczne wykonane zostaty na stacji roboczej z procesorem

Xenon E31225 4 x 3.1GHz pracujacej pod kontrola systemu operacyjnego Windows 10.



Rozdziat 4

Spadek swobodny fancucha ztozonego

Spadek swobodny cial w polu grawitacyjnym jest klasycznym, dobrze znanym problemem
fizycznym i wydaje si¢, ze nic nowego nie mozna tu doda¢. Jednakze rozwdj metod nu-
merycznych i symulacji komputerowych umozliwit badanie zjawisk, dla ktérych brakowato
rozwiazan analitycznych lub odpowiedniej technologii laboratoryjnej. Do takich zagadnien
nalezy rowniez spadek tancucha.

Krétkie wprowadzenie do historii zagadnienia spadajacego tancucha zostalo przedsta-
wione w pracy [68]. Jednym z probleméw omawianych w tej pracy jest problem tancucha
lezacego na krawedzi stotu. Jezeli jeden z koncéw tancucha znajdzie sie poza krawedzig stohu,
wowcezas rozpoczyna sie spadek tancucha. Jesli zalozymy, Ze tancuch zsuwa sie bez tarcia,
wtedy zagadnienie to mozna rozwigzac analitycznie i wykazac, ze tancuch spada ze stalym
przyspieszeniem. Niespodzianka jest to, ze przyspieszenie nie jest réwne g, jak mozna by
przypuszczaé, ale g/3 jak pokazano w pracy [68]. Dodatkowo w pracy [69] zaprezentowano
rezultaty eksperymentow laboratoryjnych dla tego zagadnienia.

Podobnym problemem jest zagadnienie spadku tancucha zawieszonego poczatkowo na
obu koncach do poziomej podpory. Jezeli zalozymy, ze odleglos¢ zaczepienia obu koncow
jest bardzo mata (réwna 0 dla przypadku idealnego), wowczas dla tego zagadnienia istnieje
rozwigzanie analityczne. W tym przypadku okazalo sie, ze tancuch spada z przyspieszeniem
wiekszym niz g. Po raz pierwszy rozwiazanie to zaprezentowane zostalo w pracy [70], a
nastepnie powtérzone w pracach [12, 71]. Wyniki analizy zostaly potwierdzone zaréwno eks-

perymentalnie jak i w symulacjach komputerowych w pracach [12, 14] oraz w naszej pracy

59
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[71].

W niniejszej pracy powtérzymy czes¢ z tych badan, rozszerzajac je na przypadek spad-
ku tancucha realnego. Dodatkowo, oméwiony tu zostanie mechanizm, ktory odpowiedzialny
jest za wzrost przyspieszenia podczas spadku takiego tancucha. Na poczatku zajmiemy sie

rozwiazaniem analitycznym dla przypadku catkowicie ztozonego tancucha.

4.1. Rozwigzanie analityczne dla spadajacego konca fancu-

cha ztozonego

Aby uzyskaé obraz, czego mozemy spodziewaé sie w eksperymentach ze spadajacym tancu-
chem, rozwazmy najpierw przypadek tancucha ztozonego, wiszacego na poziomej podstawie,
z koncami zaczepionymi w bardzo bliskiej odlegtosci, w idealnym przypadku zy = 0. Dla ta-
kiego przypadku mozliwa jest konstrukcja uproszczonego modelu analitycznego. W modelu
tym tancuch postrzegamy, jako ciagla nieskonczenie cienka, idealnie wiotka, line zgicta w
pewnym puncie o nieskonczenie matej dtugosci. Poczatkowo oba konce liny przymocowane
sg do punktu podparcia O. Nastepnie, w czasie t = 0, jeden z jej koncow jest zwalniany
i lina zaczyna spadac. Zaktadamy, ze podczas spadku konformacja liny sktada si¢ z dwoch
czescei. Czesé pierwsza spada i skraca si¢ podczas spadku. Czes¢ druga jest nieruchoma i wy-
dtuza sie wraz z uptywem czasu. Przyjmujemy, ze mamy line o dtugoéci catkowitej L i masie
M réwnomiernie rozprowadzonej po calej jej dhugosci. Do opisu ruchu wprowadzamy nowsg
zmienng h oznaczajaca wychylenie swobodnie spadajacego konca liny od swojej pierwotnej
pozycji. Wspotrzedna h jest wiec skierowana w dét, w kierunku pola grawitacyjnego. Za-
mieszczony tutaj rysunek 4.1 przedstawia schemat rzeczywistego tancucha podczas spadku
i odpowiadajacy mu model analityczny ztozonej liny. Dla uproszczenia, model analityczny
liny nazywa¢ bedziemy dalej modelem tancucha. Model ten przedstawiony zostal réwniez w

pracach [70, 12, 71].
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Rysunek 4.1: Model analityczny lanicucha podczas spadku. Na rysunku A) przedstawiony zostal
schemat taricucha podczas spadku a na rysunku B) odpowiadajacy mu model analityczny. Spadajacy
tancuch podzieli¢ mozna na dwie réwnolegte czedci: czedé spadajaca i cze$é, ktéra jest nieruchoma.
Dystans, jaki przebyla spadajaca czes¢ tancucha, oznaczony zostal przez zmienna h. Diugosé czesci
spadajacej to Lq(h) a czedci nieruchomej Ly(h). Srodki mas obu czesci oznaczone zostaly przez a i

6 a punkt laczacy obie czeci przez Y.

4.1.1. Analiza energii spadajacego tancucha

Réwnania ruchu dla tak zdefiniowanego modelu mozna wyznaczy¢ analitycznie stosujac za-
sade zachowania energii. W pracy [71] podaliSmy postaé tych réwnan wykorzystujac zmienna
y okreslajacag potozenie tancucha w prostokatnym uktadzie wspotrzednych. W tej pracy, do
opisu ruchu uzywaé¢ bedziemy zmiennej h. Przy uzyciu tej zmiennej mozemy okresli¢ dtugosé

i mase obu czesci tancucha:

L—h (L — h)M
Lo(h) = 2= Mn) = ,
" Lo " Yy (4.1)
Loy = 5P gy = )
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Potozenia $rodkow mas czesci spadajacej i nieruchomej, oznaczonych odpowiednio przez « i

[, wyrazone przez zmienng h réwne sa:
Ly(h 3h+ L

2 4 7
Ly(h)  h+1L (42)

2 4

Korzystajac z powyzszych wzorow mozemy wyznaczy¢ energie potencjalnag obu czesci tancu-

cha w zaleznosci od odlegltosci h, wzgledem punktu y = —L/2:

Ua(h) = Ma(h)g (ya(h) N L> _ Mg(L? — ALh + 3h?)

2 8L ’

(4.3)

L Mg(L? — h?)

h) = My(h hy+ —-)=—""——=.

Uil = Mg (slh) + 5 ) = =2
Sumujgc energie potencjalng obu czesci otrzymujemy catkowita energie potencjalng:
Mg(L — h)?

Uh)=———"—. 4.4
(ny= =2 (1.4)

Przy tej konfiguracji maksymalna wartosé¢ energii potencjalnej rowna jest U(0) = MgL/4.
Warto$¢ minimalna, réwna U (L) = 0, osiagana jest, gdy koniec taricucha osiagnie minimalna
pozycje (h = L). Energia kinetyczna czeéci nieruchomej réwna jest T,(h) = 0. Calkowita
energia kinetyczna tancucha skupiona bedzie w czesci spadajacej. Jej wartosé obliczy¢ mozna
w nastepujacy sposob:

T(h) _ Ta(h) _ Ma(h)zvc(h) _ M(L _4Z>UC(h’> , (45)

gdzie wyrazenie v.(h) oznacza predkos$¢ spadajacej czesci tancucha. Przyjmujac, ze w chwili
poczatkowej koniec tancucha znajduje si¢ w pozycji h = 0, mozemy dla tego uktadu sformu-

towa¢ prawo zachowania energii:
U, (0) + Up(0) = Uy (h) + Up(h) + Tu(h), (4.6)

ktore po wprowadzeniu zaleznosci (4.3) i (4.5) przyjmuje zwiezta postac:

1 M(L — h)(gL—gh+vc(h)2).

“MgL = 4.7
1My 1 (4.7)
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7 powyzszego réwnania w prosty sposob wyznaczy¢ mozna predko$é v., a nastepnie przy-

spieszenie a. oraz czas t. konca spadajacego tancucha, wyrazone jako funkcje h:

Po podstawieniu v.(h) do wzoru (4.5) otrzymujemy wartos¢ energii kinetycznej spadajace;
czesdci i zarazem calego tancucha wyrazona jawnie przez h:

T(h) = Mgh(jLL_h). (4.9)

Z réwnan (4.8) wynika, ze dla h = L (dla lancucha catkowicie rozciagnietego) pred-
koS¢ v.(h) i przyspieszenie a.(h) konica tancucha daza do nieskoriczonosci. Dla poréwnania

podajemy odpowiednie réwnania dla spadku swobodnego ciata, wyrazone przez h:

<
=
—~
=
~
Il
[\
Q
2

ap(h) = g, (4.10)

tb(h) \/Qh/g.

Rysunek 4.2 przedstawia poréwnanie predkosci spadajgcego tancucha i swobodnie spadajace-

go ciata. Obliczenia wykonano dla L = 1 m i przyspieszenia grawitacyjnego g = 9,81 m/s%.
Dla tych danych czas spadku tancucha i ciala wynosi odpowiednio t.(L) = 0,3825 s i
tpy(L) = 0,4515 s. W pracy [12] autorzy wyznaczyli eksperymentalnie czas t.(L), dla ktére-
go koniec tancucha osiaga minimalna pozycja t.(L) = 0,8472 ¢,(L). Widzimy zatem duza
godno$¢ wynikow doswiadczalnych z modelem analitycznym. Autorzy pokazali rowniez, ze
wyniki eksperymentow sa zgodne z modelem teoretycznym w przypadku, gdy xy nie prze-
kracza wartosci 0,05L.

Rysunek 4.2 A) pokazuje, ze predkosé konica tancucha wyrazona przez zmienna h jest w

kazdej chwili wieksza od predkosci swobodnie spadajacego ciata. Wyjasnianie zagadnienia
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Rysunek 4.2: Predkos¢ konica taricucha i swobodnie spadajacego ciata. Predkosé konca tancucha i

swobodnie spadajacego ciala oznaczone zostaly odpowiednio przez v, i vp. Rysunek A) przedstawia

predkosci wyrazone jako funkcje zmiennej h, rysunek B) pokazuje wykresy predkosci w zaleznosci

od czasu t. Obliczenia wykonano dla tancucha o dlugoéci L = 1 m, spadajacego z przyspieszeniem
=9,81 m/s?.

spadku tancucha zostato podane w wielu publikacjach. Przytoczymy objasnienia podane we
wspomnianej wezesniej pracy [14] oraz obrazowe wyjasnienie, ktére zamiesciliémy w pracy
[71]. Zaskakujaca warto$¢ osiagana przez koniec laiicucha wyjasnié mozna korzystajac z wy-
nikéw dla modelu analitycznego. W modelu tym tancuch podzielony zostal na dwie czesci:
czesé nieruchoma przymocowang do podpory i czesé spadajaca swobodnie. Poczatkowo, obie
czesci maja jednakowa dhugo$é i sa nieruchome. Lancuch ma pewna energie potencjalng i
zerowg energie kinetyczna. Gdy rozpoczyna sie proces spadku, energia potencjalna male-
je, a energia kinetyczna rosnie. Oczywiscie, ze wzgledu na zasade zachowania energii, suma
energii tancucha pozostaje stala. Obrazuje to rysunek 4.3 A). Wiemy, ze podczas spadku
tancucha, energia kinetyczna spadajacej czesci zawiera sie w coraz krotszym fragmencie tan-
cucha. Mozemy to wyrazi¢ przez funkcje gestosci energii kinetycznej ©(s) okreslona jako

stosunek energii kinetycznej przypadajacej na element dtugosci. W modelu analitycznym
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cata energia kinetyczna skupiona jest w czesdci spadajacej i funkcje te mozemy zapisaé jako:

L+h

O(s) =1 ,, (ZL : SfK . (4.11)
sg(2L—s +
2L(L—s) ° 2 Ss<L

Korzystajac z obliczen wykonanych powyzej mozemy zobrazowaé efekt wzrostu energii
konca tancucha. Rysunek 4.3 B) przedstawia gesto$¢ energii wzdtuz ditugosci tancucha s,
dla kolejnych momentow czasu. Prezentujemy wyniki dla tancucha o rzeczywistej dtugosci
L =1 m i masie M = 0,022 kg, ktory zastosowaliémy w eksperymentach w nastepnym

paragrafie 4.2. Waznym faktem jest to, ze masa spadajacej czedci tancucha zmniejsza sie

0.06 A 0.8 B)
£@) ] £=037s |
0.6 -
e U(t L
0.04 1 ( ) -
_ // z
= 7 —0.4 t=0.35s L
S 7 )
//».._‘m &)
0.02 1 , g -
T(/t/)/ 0.2 , t=0.3s L
o t=0.2s
0.00 +====""" ; ; 0.0 ; —0.1s_| ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 t.(L) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t[s] s [m]

Rysunek 4.3: Na rysunku A) pokazany zostal wykres energii catkowitej E(t) (linia ciagla), energii
potencjalnej U(t) (linia punktowa) oraz energii kinetycznej T'(¢) (linia przerywana) podczas spadku
tancucha. Rysunek B) przedstawia rozklad gestosci energii kinetycznej w wybranych chwilach.
Obliczenia wykonano dla tancucha o dlugoéci L = 1 m, masie M = 0,022 kg, spadajacego z

przyspieszeniem g = 9, 81 m/sQ.

w czasie. Gdy tancuch rozprostowuje sie, catkowita energia skupia si¢ w jednym punkcie
(h = L). Gestosé energii w tym punkcie jest nieskoriczona. W efekcie predkosé konca tancucha
w modelu analitycznym znaczgco ro$nie w konicowej fazie spadku dazac do nieskonczono$ci.

Z rysunku 4.2 B) wnioskujemy, ze przyspieszenie spadajacego konca tanicucha jest wieksze
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od g i rosnie nieskonczenie wraz z czasem. Mozemy sformutowaé pytanie: co powoduje, ze
taicuch spada z przyspieszeniem przekraczajacym warto$¢ przyspieszenia ziemskiego? W

dalszej czesci przeprowadzimy analize, ktéra utatwi zrozumienie tego zjawiska.

4.1.2. Analiza sit dziatajacych na zgieciu tancucha

Podczas spadku tancucha, na spadajaca czes¢ tancucha dziata sita grawitacji, ktérej wartosé

zalezna od dystansu h(t) zapisa¢ mozemy w nastepujacy sposéb:

o M(L—h(t)g

) o (4.12)

Koniec tancucha spada jednak z przyspieszeniem wiekszym co do wartosci niz g. Na tancuch
musi wiec dziata¢ dodatkowa sita, ktora powoduje wzrost przyspieszenia w koncowej fazie
spadku. Sity tej poszukiwa¢ bedziemy w miejscu ztgczenia obu czesci tancucha oznaczonego
na rysunku 4.1 jako punkt y. Miejsce zgiecia, w ktérym tacza sie obie czesci traktowaé
bedziemy jako potokrag o promieniu R, ktorego srodkiem jest punkt y. Schemat takiego
potaczenia obu czesci tancucha podczas spadku przedstawiliémy na rysunku 4.4.

Wyrazenie opisujace catkowitg wartosé sity odsrodkowej, w ruchu tancucha po poétokra-
glym zgieciu, mozna wyprowadzi¢ wigzac zmiane sity odérodkowej dF' = v2dm/R z prze-
sunieciem katowym dy. Zmiane masy dm = M/Lds czesci spadajacej wyznaczy¢ mozemy
przyjmujac, ze zmiana dlugosci czesci spadajacej rowna jest ds = Rdy. Wstawiajac, te za-

leznosci do wzoru okreslajacego zmiang sity otrzymujemy:

2 M v? M
vidm _ Muids —v?de. (4.13)

F=—""=T"R" ~ 1

7 powyzszego wzoru wynika, ze sita odsrodkowa dziatajaca w zgieciu tanicucha nie zalezy od
R. Zgiecie moze by¢ dowolnie mate, co jest zgodne z zatozeniami przyjetymi dla tego modelu.
W zagadnieniu spadku tancucha interesuje nas wartos¢ pionowej sktadowej sity dziatajacej

na tancuch. Warto$é¢ te wyznaczy¢ mozna z prostych zaleznosci trygonometrycznych:

M
dF, = dF'sin(p) = fv2 sin(p)dep. (4.14)
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Rysunek 4.4: Schemat potaczenia dwéch czedci taricucha podczas spadku. Zgiecie tancucha jest
poétokregiem o srodku x i promieniu R. Na laicuch przesuwajacy sie po poélokraglym zgieciu z

predkoscia v dziata sita odérodkowa F'.

Calkowita wartosc sity dzialajacej na zgieciu tancucha, ktéra oznacza¢ bedziemy jako F),
otrzymujemy catkujac dF), po poétokregu:

B -7 B M o [T . B M 9
F, = ; dF, = T /0 sin(p)dy = QIU : (4.15)

Predkosé, ktéra pojawia sie w powyzszym wzorze jest predkoscig, z jaka opada punkt y.
Predkosé tego punktu w czasie t jest rézna od predkosci opadania konca tancucha. Rachunki
pokazuja, ze predkos¢ ta jest potowa predkosci opadania taficucha v, (t). Sita F, réwna bedzie

zatem:
Mu(t)?
F,="—"" 4.16
Sita F, dziata réwnoczes$nie na cze$¢ opadajaca zwickszajac jej przyspieszenie oraz na czes¢
nieruchomg zwiekszajac ciezar odczuwany przez punkt zaczepienia. Sita dziatajaca na czesé
opadajaca bedzie zatem réwna potowie sity F). Calkowita sita, ktéora dziala na cze$¢ spa-

dajaca jest suma sity wynikajacej z grawitacji oraz potowy sity odérodkowej dziatajacej w
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zgieciu tancucha:
_ Fy  Mg(L—h(t))  Muv(t)*
F.=F,+ 5 = 5 + T (4.17)

Zmajac site dzialajaca na spadajaca cze$é¢ tanicucha mozemy sformutowaé¢ réwnania ruchu

opisujace spadek tej czesci. Jezeli przyjmiemy, ze h(t) = v.(t) oraz h(t) = a.(t), woéwczas

rownania ruchu konca tancucha zapisa¢ mozemy w nastepujacy sposob:

Mg(L—h(t): .  Mg(L—h(t) Mh(t)?
2L ht) = 2L Y
U (4.18)
 2gL — 2gh(t) + h(t)?* h(t)?
ht) = oAL—nh(t)) YT 2L —ni))

Powyzsze réwnanie nie ma rozwigzania doktadnego i dlatego do jego rozwigzania wykorzy-
stalismy metody numeryczne. Zagadnienie to rozwigzaliSmy dla warunkéow poczatkowych
h(0) = 0 i h(0) = 0. Wyniki poréwnaliémy z rozwigzaniem analitycznym uzyskanym z
zasady zachowania energii (4.8) i otrzymaliémy pelna zgodnosé. Rysunek 4.5 przedstawia
poréwnanie obu rezultatow.

Zgodnos¢ wynikéw uzyskanych w analizie energii i sit dzialajgcych na tancuch podczas
spadku potwierdza hipoteze, ze za wzrost przyspieszenia konca tancucha odpowiedzialna jest
wewnetrzna sita odsrodkowa dziatajaca na tanicuch w zgieciu. Sita ta jest proporcjonalna do
kwadratu predkosci konca tancucha. Podobng analize i wyniki przedstawiono w pracy [72].
Widzimy zatem, ze wzrost predkosé konca, wynikajacy z zasady zachowania energii powodu-
je, ze sita dzialajaca w zgieciu rowniez rosnie powodujac, ze tancuch spada z przyspieszeniem
wiekszym niz g. Dodatkowo, na punkt zaczepienia tancucha rowniez dziata sita wieksza, niz
sita wynikajaca z ciezaru tancucha. Tym zagadnieniem zajmiemy sie z rozdziale 6.

W modelu analitycznym, gdy koniec tancucha osiggnie minimalne potozenie h = L, pred-
kosé i przyspieszenie konica daza do nieskonczonosci. Ten wynik jest nierzeczywisty i wynika
z zatozen w przyjetym modelu. W rzeczywistosci tancuch sktada si¢ ze skonczonej liczby
elementow, co powoduje istotne zmiany w jego dynamice. W dalszej czesci przeprowadzi-
my eksperymenty i symulacje spadku ztozonych tancuchéw i poréwnamy wyniki z wynikami

analitycznymi.
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Rysunek 4.5: Predko$é¢ i przyspieszenie konca tancucha ztozonego. Na rysunku A) poréwnano
predkos$é a na rysunku B) przyspieszenie korica lanicucha, obliczone z zasady zachowania energii
(linia ciagla w kolorze czerwonym) z wynikami uzyskanymi z analizy sil dzialajacych na lancuch
(punkty w kolorze czarnym). Obliczenia wykonano dla tanicucha o dlugosci L = 1 m, spadajacego

z przyspieszeniem g = 9,81 m/s?.

4.2. Eksperymenty dla tancucha ztozonego

W doswiadczeniach ze spadajacym tanicuchem zastosowano tancuchy o réznej budowie i
wiasciwosciach. Rysunek 4.6 przedstawia tancuchy, dla ktérych wykonano doswiadczenia. W
badaniach eksperymentalnych wykorzystano ultraszybka kamere OLYMPUS i-SPEED 2,
pozwalajaca na rejestracje obrazu poruszajacego sie przedmiotu z szybkoscia ponad 1000
klatek na sekunde. W celu sledzenia trajektorii ruchu konicow badanych tancuchéw zastoso-
wano szybkosci rejestracji obrazu rowne 1000 i 2000 klatek na sekunde oraz czasy ekspozycji
200us. Tak dobrane parametry pozwolily na uzyskanie wyraznego obrazu dla konca tancucha
rowniez w momencie gdy poruszal sie on z najwieksza predkoscia. Naturalng konsekwencja
zwiekszania liczby klatek rejestrowanych na sekunde oraz skracania czasu ekspozycji, w celu

wyeliminowania efektu rozmycia obrazu poruszajacego si¢ obiektu, jest gwaltowny spadek
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A) B) c) D) E) | F) l

Rysunek 4.6: Lancuchy zastosowane w doswiadczeniach. Do dalszych eksperymentéow wybrany
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zostal lancuch A).

ilosci $wiatta jaka dociera i jest rejestrowana przez matryce kamery. Aby umozliwié¢ reje-
strowanie obrazow z dostatecznie duza szybkoscia, konieczne jest stworzenie odpowiednich
warunkow o$wietleniowych, zapewniajacych dostatecznie silny strumien swiatta padajace-
go i odbijajacego sie od badanego przedmiotu. Na potrzeby eksperymentu, polegajacego na
rejestracji obrazéw poklatkowych spadajacego tancucha, wykonano specjalng komore zapew-
niajaca odpowiednie oswietlenie planu, na ktorym filmowano ruch konca spadajacego tan-
cucha. Wykorzystano lampe pierscieniowa umieszczong za filmowanym obiektem, warstwe
dyfuzyjna rozpraszajaca sSwiatto oraz cztery dodatkowe punktowe Zrodta $wiatta oswietlaja-
ce obiekt diagonalnie w celu eliminacji cieni. W doswiadczeniach ze spadajacym tancuchem
zastosowano tanicuch kulkowy oznaczony na rysunku 4.6 jako A) o dtugosci L = (1£0,03)m.
W tym rozdziale przeanalizowano spadek tancucha z koricami wiszacymi w tej samej ptasz-
czyznie i nieznacznie oddalonymi od siebie. W ten sposéb bedzie mozna poréwnaé wyniki
z tymi otrzymanymi dla modelu analitycznego. W eksperymentach laboratoryjnych zasto-
sowano tancuch mosiezny o dtugosci L = 1 m i masie M = 0,022 kg, sktadajacy si¢ z
225 segmentéw. Lancuch ten sklada sie ze sferycznych ogniw o $rednicy 3,6 x 1073m, a
odlegltoéé miedzy ogniwami wynosi 4,4 x 1072 m. Jeden z jego koficéw przymocowano za po-
mocg nici do punku wsparcia oznaczonego przez O. To sprawito, ze mozliwy jest jego obrét
wokot punktu podparcia. Drugi koniec tancucha, oznaczony przez P, zamocowano na tym
samym poziomie co punkt O za pomoca widetek, ktore tatwo mozna wysunaé. W trakcie

przeprowadzania doswiadczenia zblizajac oba konce mozliwie blisko, okazato sie, ze podczas



4.2. Eksperymenty dla tancucha ztozonego 71

[ faza wznoszenia [ faza opadania

5 10 15 20
predkos¢ (ms) predkos¢ (ms)

Rysunek 4.7: Eksperyment spadku tancucha ztozonego. Trajektoria spadajacego tanicucha reje-
strowana co 1 ms w ostatniej fazie spadku (rysunek srodkowy) oraz odpowiadajace jej histogramy
rozkladu predkosci ostatniego ogniwa lanicucha w fazie opadania (kolor fioletowy), w fazie wzno-

szenia (kolor zielony).

spadku czesé spadajaca i czes¢ nieruchoma stykajag sie, zaktdcajac ruch. Eksperymentalnie
wyznaczono, ze bezpieczna odlegtosé (konce taricucha nie obijaja sie o siebie podczas spad-
ku) pomiedzy konicami wynosi 0,03 m. Po wyttumieniu drgan tanicucha, koniec zawieszony
w punkcie P zostaje zwolniony. Szybkosé¢ 1000 klatek na sekunde pozwolita wykorzystac¢
maksymalng powierzchnie i rozdzielczo$¢é matrycy kamery, co przektada si¢ na najszerszy
mozliwy do zarejestrowania przez kamere kadr. Dzieki temu mozliwe byto Sledzenie konca
tancucha w najszerszym ujeciu. Rejestracja obrazow z szybkoscig 2000 klatek na sekunde
pozwolita na doktadniejsza analize ruchu konca tanicucha w decydujacej fazie ruchu. Na pod-
stawie uzyskanych obrazéw wyznaczono:

e predkosci liniowe (V;,) w koncowej fazie opadania i poczatkowej fazie wznoszenia,

e przyspieszenie chwilowe dziatajace na ostatnie ogniowo w tancuchu,

e krzywizne toru (trajektorie) po jakim sie poruszal punkt kontrolny.

Nastepnie poréwnano wyniki uzyskane dla obu serii pomiarowych zarejestrowanych z szyb-
kosciami 1000 i 2000 klatek na sekunde. Na rysunku 4.7 przedstawiono przyktadowa tra-

jektorie ruchu ostatniego ogniwa w tancuchu dla kadru rejestrowanego z predkoscig 1000
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Rysunek 4.8: Rozklad predkosci liniowej (a), wartosci $redniej predkosci liniowej (b) oraz przy-

spieszenia liniowego (c) ostatniego ogniwa laricucha dla 10 kolejnych préb (rejestracja co 1 ms).

klatek na sekunde, z podzialem na faze opadania i wznoszenia sie konca tancucha oraz wy-
znaczonymi predkosciami liniowymi. Kluczowym, z punktu widzenia obliczen teoretycznych,
momentem eksperymentu jest etap, w ktorym swobodnie opadajacy koniec tancucha osiaga
predko$¢ maksymalna (V..). Z tego wzgledu wykorzystujac ultraszybki tryb nagrywania
kamery zarejestrowano 30 miliseskundowy przedzial czasowy w ktérym tancuch ulega cat-
kowitemu rozwinigciu osiagajac w pewnym momencie predkosé¢ maksymalna. Dodatkowo
wyznaczono tor ruchu ostatniego ogniwa tancucha i punkt, w ktérym osiggana jest predkosé
Vinae- Zarejestrowanie dziesieciu prob spadku tancucha oraz analiza otrzymanych danych
pokazaty, ze ruch odbywa sie po zblizonych trajektoriach, a parametry ruchu réznig sie

nieznacznie pomiedzy kolejnymi probami. Rysunek 4.8 pokazuje zarejestrowane predkosci
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Rysunek 4.9: Przebieg trajektorii po ktorej porusza si¢ ostatnie ogniwo tancucha zarejestrowane
w 10 kolejnych przebiegach (rejestracja co 1 ms). Wyznaczenie parametréw ruchu (r, Vj;,) dla

przykladowej trajektorii w momencie uzyskania przez ogniowo lancucha, maksymalnej predkosci.

ruchu ostatniego ogniwa w tancuchu oraz przyspieszenie chwilowe w kolejnych fazach spad-
ku. Maksymalna $rednia predkosé jaka wyznaczono eksperymentalnie wyniosta 20,54 m/s z
btedem rzedu 4 %, co dobrze zgada sie z warto$cig wyznaczong teoretycznie w Modelu B.
Na rysunku 4.9 przedstawiono trajektorie ruchu zakreslane przez ostatnie ogniwo w tancu-
chu oraz okrag, po ktérym porusza sie punkt uzyskujac maksymalng predkosé liniowa. Na
podstawie przeprowadzonych obliczen wyznaczono $redni promien trajektorii ruchu, ktory
wynidst 2,663 x 1072 m. Sita dosrodkowa dzialajaca na ostatnie ogniwo w tanicuchu wynosi
zatem 1,55 N natomiast ciezar spoczynkowy wynosi 9,6 x 10~* N. Analizujac uzyskane
zaleznosci stwierdzono, ze w momencie gdy ostatnie ogniwo uzyskuje maksymalng predkosc,
rejestracja obrazow w odstepach czasowych 1ms nie pozwala na doktadna analize ruchu i w
efekcie uniemozliwia zarejestrowanie maksymalnej predkosci jaka uzyskuje tanicuch. Dlatego
przeprowadzono drugg serie badan zwiekszajac ilo$¢ rejestrowanych klatek na sekunde do
2000. Rysunek 4.10 przedstawia przyktadowa trajektorie ruchu ostatniego ogniwa w tancu-

chu w odstepach 500 pus wraz z wyznaczonymi predkosciami w fazie opadania i wznoszenia.
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Rysunek 4.10: Eksperyment spadku tancucha ztozonego. Trajektoria spadajacego tancucha reje-
strowana co 500 s w ostatniej fazie spadku (rysunek srodkowy) oraz dopowiadajacej jej histogramy
rozktadu predkosci ostatniego ogniwa tancucha w fazie opadania (kolor fioletowy), w fazie wzno-

szenia (kolor zielony).

Rysunek 4.11 przedstawia rozktad predkosci oraz przyspieszen uzyskiwanych przez ostatnie
ogniwo tancucha pod koniec fazy spadku i na poczatku fazy wznoszenia. Doktadniejsza re-
jestracja wykazata, ze maksymalna srednia predkosé jaka uzyskuje ostatnie ogniwo tancucha
podczas spadku swobodnego z wysokosci 1 m wynosi 21,16 m/s z bledem rzedu 3 %, tym
samym otrzymano lepszg zgodno$é z wynikami obliczen teoretycznych zaréwno ModeluA
jak i ModeluB.

Na rysunku 4.12 przedstawiono trajektorie ruchu zakreslane przez ostatnie ogniwo w tancu-
chu oraz okrag, po ktérym porusza si¢ punkt uzyskujac maksymalng predkosé liniowa. Na
podstawie przeprowadzonych obliczen wyznaczono $redni promien trajektorii ruchu, ktory
wyniost 2,691 x 1072 m. Sita doérodkowa dzialajaca na ostatnie ogniwo w tanicuchu wynosi

zatem 1,63 N natomiast ciezar spoczynkowy wynosi 9,6 x 107* N .
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Rysunek 4.11: Rozklad predkosci liniowej (a), wartosci $redniej predkosci liniowej (b) oraz przy-

spieszenia liniowego (c¢) ostatniego ogniwa laricucha dla 10 kolejnych préb (rejestracja co 500 us).
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Rysunek 4.12: Przebieg trajektorii ruchu ostatniego ogniwa tancucha w 10 kolejnych przebie-
gach (rejestracja co 500 ps). Wyznaczenie parametréw ruchu (r, Vi, ) dla wybranej trajektorii w

momencie uzyskania przez ogniowo tancucha, maksymalnej predkosci.

W celu uchwycenia spadku calego tancucha, zarejestrowano takze obrazy z predkoscia do
480 klatek na sekunde. Eksperyment spadku takiego tancucha wykonany zostat wielokrotnie
w celu rejestracji potozenia tancucha w réznych chwilach. Wyznaczono, ze koniec tancucha
osigga maksymalng predkosé po czasie t = 0,38 s. Wyniki obserwacji przedstawia rysunek
4.13. Jasnos¢ i kontrast zarejestrowanych zdje¢ zostaly poprawione, a tto zostato usuniete.

W dalszej czesci zostana przeprowadzone symulacje komputerowe odpowiadajace doswiad-
czeniom oraz poréwnanie wyniki otrzymane numerycznie z wynikami obliczen analitycznych

i eksperymentu.
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Rysunek 4.13: Eksperyment spadku zlozonego tancucha. Rysunki przedstawiaja konfiguracje spa-

dajacego lancucha w nastepujacych po sobie chwilach. W eksperymencie zastosowano tancuch kul-

kowy o dlugoéci L =1 m i masie M = 0,022 kg. W chwili poczatkowej odleglo$é¢ miedzy koncami

lanicucha wynosita 0,03 m.

4.3. Symulacje numeryczne spadku fancucha ztozonego

4.3.1. tancuch idealny poczatkowo ztozony

Ksztalt wiszgcego rzeczywistego tancucha, ktérego konce znajduja sie na tym samym pozio-

mie w bliskiej odlegtosci, znaczaco odbiega od ksztattu krzywej tancuchowej. Dzieje sie tak ze

wzgledu na budowe segmentéw tancucha i niemoznosé catkowitego zgiecia ogniw. Dodatkowo

widzimy, ze dla tancucha z nieparzysta liczba ogniw i z koncami wiszacymi na tym samym

poziomie, $rodkowe ogniwo lezy w plaszczyznie poziomej. Jako pewne uproszczenie, mozemy

przejaé¢ zatem, ze tancuch bedzie sktadat sie z dwoch doktadnie pionowych czesci potaczo-

nych poziomym segmentem. Taki ksztalt poczatkowy zostal uzyty w pracy [14]. W naszym

eksperymencie wykonamy podobne obliczenia dla tancucha o dtugosci L = 1 m, sktadajace-

go sie z n = 225 ogniw, ale konfiguracje poczatkowa tancucha stanowi¢ beda dwie pionowe
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czesci potaczone siedmioma segmentami. W tym przypadku przyblizona dhugo$é srodkowej
czescei bedzie wynosita xy = 0,0311 m i bedzie poréwnywalna do tej, ktéra zostata zastoso-
wana w eksperymencie 4.2. Przy tych danych wejsciowych wykonaliémy obliczenia stosujac
réwnaniu ruchu dla Modelu A i Modelu B 7z parametrami g = 9,81 m/s*, k =0ir =0
(fanicuch idealny). Na wykresach 4.14 zostaly przedstawione rezultaty obliczenn dla tancu-
cha ztozonego, gdy dwie pionowe czesci potaczone sa przez siedem segmentow. Zastosowanie
mniejszej liczby segmentéw nie zmienia znaczaco wynikéw, pogarszaja sie za to mozliwosci
prezentacji wynikéw. Dla poréwnania z wynikami eksperymentalnymi wyniki prezentujemy
dla tych samych czaséw.

Na rysunkach 4.15 przedstawiajacych predkosé i przyspieszenie konca tanicucha podczas
spadku, widzimy, ze az do osiggniecia pozycji h ~ 0,9L zgodnos¢ z obliczeniami dla modelu
analitycznego jest bardzo duza. Na wykresach predkosci dla eksperymentéw numerycznych
widzimy wyrazne maksimum, gdy tancuch jest bardzo bliski catkowitego rozciggniecia. Mak-
simum predkosci dla Modelu A wynosi 36,6867 m/s i wystepuje dla ¢ = 0, 3819 s, wczesniej
niz t.(L). Dla Modelu B maksimum to jest znacznie mniejsze, réwne 27,6884 m/s i pojawia
sie dla dla ¢ = 0,3833 s, nieco pézniej niz t.(L). Na wykresach zaobserwowaliSmy réwniez,
ze wyniki dla Modelu B sg blizsze rezultatom otrzymanym dla modelu analitycznego niz w
przypadku Modelu A. Dla Modelu A w koncowej fazie spadku, na wykresie predkosci i w
szczegolnosci wykresie przyspieszenia, pojawiaja sie silne oscylacje. Ten fakt wynika z defi-
nicji Modelu A, w ktérym zaktada sie, ze energia kinetyczna jest suma energii translacyjnej
i rotacyjnej. W rezultacie, w symulacji tancucha dla Modelu A, w obu czesciach tancucha
(spadajacej i zatrzymanej), w poblizu punktu zgiecia wzbudzaja sie drgania, ktérych ampli-
tuda rosnie wraz czasem. W czesci zatrzymanej amplituda drgan jest znacznie mniejsza. W
przeciwienstwie do Modelu A, w Modelu B drgania pojawiaja sie tylko w czesci zatrzymanej.
Rysunek 4.16 pokazuje fragment tancucha w chwili ¢ = 0,363 s dla obu modeli, gdy koniec
tancucha bliski jest osiggniecia pozycji minimalnej. Rysunek zostal znacznie poszerzony w
osi x w celu uwypuklenia szczegotow. Szcezegdlows analizg zwigzana z dyskretyzacja modelu

zajmiemy sie w dalszej czesci.
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Rysunek 4.14: Symulacja spadku tancucha ztozonego o dlugoéci L = 1 m, masie M = 0,022 kg i
skladajacego sie z n = 255 ogniw. Konfiguracje poczatkowa stanowily dwie pionowe czesci potaczone
pozioma czescia o dtugosci g = 0,0311 m. Gorna czesé przedstawia wyniki dla Modelu A a dolna
dla modelu Modelu B. Rysunki przedstawiaja ksztalt spadajacego tancucha dla tych samych czasow

co na rysunku 4.13.
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Rysunek 4.15: Predkosé A) i przyspieszenie B) spadajacego konca tancucha o diugosci L = 1 m,

masie M = 0,022 kg i skltadajacego sie z n = 255 ogniw. Ksztalt poczatkowy tancucha to dwie

pionowe czeéci polaczone pozioma czescia o dlugosci zp = 0,0311 m. Gdérna cze$é przedstawia

wyniki dla Modelu A a dolna dla modelu Modelu B. Linia czarna przedstawia wyniki otrzymane w

symulacji, linia czerwona reprezentuje rezultaty otrzymane z modelu analitycznego.
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Rysunek 4.16: Drgania wzbudzone podczas spadku laricucha poczatkowo zgietego. Rysunek A)
przedstawia koniec taiicucha w chwili ¢ = 0,363 s uzyskany dla Modelu A a rysunek B) dla Modelu

B. W celu prezentacji szczegdtéw, rysunki zostaly poszerzone w osi x w skali 6:1.

4.3.2. tancuch idealny poczatkowo wiszacy swobodnie

Sprawdzimy dalej jak przebiega symulacja dla przypadku, gdy tancuch wisi swobodnie. Jako
poczatkowy ksztalt przyjmiemy zatem przyblizong krzywsa tancuchows z koncami tancucha
odlegtymi o xy = 0,03 m. Pozostale parametry symulacji pozostawiamy takie same jak w
przypadku tancucha ztozonego. Rysunki 4.17 oraz 4.18 przedstawiaja rezultaty obliczen dla
spadku tego tancucha.

Na wykresach widzimy bardzo duze podobienstwo wynikéw do tych otrzymanych w po-
przednim paragrafie dla symulacji tancucha ztozonego. Maksymalna predko$é¢ otrzymana
dla Modelu A wynosi 37,3782 m/s i zostata osiagnieta dla t = 0,3817 s. Dla Modelu B
otrzymaliSmy maksymalna predkos$¢ réwna 26,5812 m/s w chwili ¢ = 0,3835 s. W symula-
cjach obserwujemy podobne drgania jak w przypadku, gdy poczatkowo tancuch byt ztozony
z dwbch prostopadlych czesci. Te drgania s wiec cechg modelu i nie wynikaja ze specyfi-
ki warunkéw poczatkowych. Podobnie, jak w przypadku tancucha ztozonego, poréwnalismy
ksztalt konica dla obu modeli w koncowej fazie spadku tancucha. Wyniki przedstawia rysunek

4.19. W obu przypadkach obserwujemy podobne drgania jak w poprzedniej symulacji.
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Rysunek 4.17: Symulacja spadku tancucha o dtugoéci L = 1 m, masie M = 0,022 kg i skladaja-

cego sie z n = 255 ogniw. Ksztalt poczatkowy tancucha stanowita dyskretna krzywa tancuchowa o

koncach wiszacych na jednym poziomie i odlegtych o xg = 0,03 m. Gérna cze$¢ przedstawia wy-

niki dla Modelu A, a dolna dla modelu Modelu B. Rysunki przedstawiaja konfiguracje spadajacego

tancucha dla tych samych czaséw co na rysunku 4.13.
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Rysunek 4.18: Predkosé A) i przyspieszenie B) spadajacego konca tancucha o diugosci L = 1 m,

masie M = 0,022 kg i sktadajacego sie z n

255 ogniw. Konfiguracje poczatkowa stanowila

dyskretna krzywa tancuchowa z koricami oddalonymi o xg = 0,03 m. Gorna czesé przedstawia

wyniki dla Modelu A, a dolna dla modelu Modelu B. Linia czarna przedstawia wyniki otrzymane w

symulacji, linia czerwona reprezentuje rezultaty otrzymane z modelu analitycznego.
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Rysunek 4.19: Drgania wzbudzone podczas spadku tanicucha, ktérego poczatkowym ksztaltem
byla krzywa lancuchowa o koncach odleglych o xg = 0,03 m. Rysunek A) przedstawia koniec
tancucha w chwili ¢t = 0,363 s uzyskany dla Modelu A a rysunek B) dla Modelu B. W celu prezentacji

szczegblow, rysunki zostaly poszerzone w osi x w skali 6:1.

4.3.3. tancuch rzeczywisty poczatkowo wiszacy swobodnie

W tej czedci wykonamy symulacje dla tancucha rzeczywistego, ktérych celem jest mozliwie
doktadne przyblizenie przebiegu eksperymentu 4.2. Symulacje dla tancucha realnego wy-
magaja uwzglednienia ttumienia i sprezystos$ci pomiedzy segmentami. Parametr okreslajacy
ttumienie ztacz wybraliSmy bazujac na obliczeniach zaprezentowanych w pracy [73]. W pracy
tej wyznaczona zostala warto$é parametru ttumienia r = 2,163 x 107° Nms, dla ktérego
rozwigzanie numeryczne byto zgodne z doswiadczeniem laboratoryjnym dla tancuchéw o po-
czatkowym rozwarciu xg > 0,1 m. Szczegoly zwigzane z wyznaczeniem parametru ttumienia
omowione beda w czedci 5.2. Jak sie okazato symulacje przeprowadzone z uwzglednieniem
ttumienia dla tancucha silnie ztozonego z zy = 0,03 m nadal odbiegaly od wynikéw do-
swiadczalnych. Przeprowadziliémy wiec szereg dodatkowych obliczen z uwzglednieniem spre-
zystosci. Obliczenia pokazaly, ze najlepsze rezultaty otrzymaliSmy dla rozszerzonego modelu
sprezystosci, opisanego w czesci 2.5.1, z parametrem o = 0, 7 i wspotezynnikiem sprezystosci

k = 1,251 x 107* Nm. Rysunek 4.20 prezentuje wyniki obliczei dla faricucha realnego (z
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uwzglednieniem sprezystosci i dyssypacji pomiedzy ogniwami). Na wykresach 4.21 pokazane
zostaly predkosé i przyspieszenie otrzymane w tej symulacji.

Poréwnanie rysunkéw 4.20 i 4.13 potwierdza zgodnosé wynikéw otrzymanych z symulacji
z danymi doswiadczalnymi. Mozemy zatem przyjac, ze predkosé i przyspieszenie otrzymane w
symulacji powinno dobrze przybliza¢ wyniki eksperymentu. Maksymalna predkos$¢ uzyskana
numerycznie wynosi 24,3092 m/s dlat = 0,38 s w Modelu A i 20,9369 m/s dlat = 0,3859 s
w Modelu B. Oba rezultaty sa bardzo zblizone do wartoéci otrzymanej eksperymentalnie,
podanej w sekcji 4.2 (21,16 m/s w chwili ¢ = 0,39 s).

Dodatkowo obserwujemy, ze rezultaty otrzymane dla modelu Modelu A i Modelu B sg po-
rownywalne. Potwierdza to rowniez rysunek 4.22 pokazujacy, w duzym powiekszeniu, ksztal-
ty tancucha w koncowej fazie spadku. Widzimy, ze dla ¢t = 0,363 s ksztalt konca tancucha
w obu przypadkach jest niemal identyczny. Zwracamy uwage, ze drgania lancucha obser-
wowane w poprzednich symulacjach zostaly wytlumione i ksztalt tancucha jest wynikiem

zastosowania sprezystosci i ttumienia w modelu.
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Rysunek 4.20: Symulacja spadku realnego tancucha dla zop = 0,03 m o dlugosci L = 1 m,

masie M = 0,022 kg i sktadajacego si¢ z n = 255 ogniw. Ksztalt poczatkowy tancucha stanowila

dyskretna krzywa lancuchowa o koncach wiszacych na jednym poziomie i odlegtych o zo = 0,03 m.

Gorna czesé przedstawia wyniki dla Modelu A a dolna dla modelu Modelu B. Rysunki przedstawiaja

konfiguracje spadajacego tancucha dla tych samych czaséw co na rysunku 4.13.
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Rysunek 4.21: Predko$é A) i przyspieszenie B) spadajacego korca tancucha realnego o diugosci

L =1 m, masie M = 0,022 kg i skladajacego sie z n = 255 ogniw. Konfiguracje poczatkows stano-

wila dyskretna krzywa tancuchowa z koncami oddalonymi o xg = 0,03 m. Gérna cze$¢ przedstawia

wyniki dla Modelu A, a dolna dla modelu Modelu B. Linia czarna przedstawia wyniki otrzymane w

symulacji, linia czerwona reprezentuje rezultaty otrzymane z modelu analitycznego.
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Rysunek 4.22: Koncowa faza spadku realnego lancucha, ktorego poczatkowym ksztaltem byta
krzywa taricuchowa o koricach odlegltych o zg = 0,03 m. Rysunek A) przedstawia koniec laricucha
w chwili ¢ = 0,363 s uzyskany dla Modelu A, a rysunek B) dla Modelu B. W celu prezentacji

szczegblow, rysunki zostaly poszerzone w osi x w skali 6:1.

4.3.4. Analiza wynikéw symulacji spadku tancucha zfozonego

Wyniki symulacji prezentowane w tej czesci pokazuja duza zgodnosé rezultatow numerycz-
nych z teoretycznymi. Analizujac wykresy predkosci i przyspieszenia, widzimy, ze dla Modelu
B maksymalna predkosé jest mniejsza niz dla modelu Modelu A i wartosci maksymalne wy-
stepuja pézniej. Widzimy réwniez, ze dla Modelu A maksimum osiggane jest przed czasem
te(L) a dla modelu Modelu B po tym czasie. Symulacje numeryczne dla Modelu A i Mode-
lu B pokazuja, ze istotne szczegdty ruchu moga zaleze¢ od budowy tancucha. Przyjecie, ze
segment tancucha jest pretem, ktérego srodek masy znajduje sie na $rodku preta, powoduje
pojawienie sie oprocz energii kinetycznej translacyjnej 7}, energii kinetycznej rotacyjnej T,
zwiazanej z obrotem preta. W rezultacie, w czesci spadajacej taricucha pojawiaja si¢ drgania,
ktorych nie obserwujemy dla uktadu wahadetl, w ktérym wystepuje jedynie czton T;.
Drgania wzbudzane podczas spadku zwiazane sa z dyskretyzacja modelu. Warto jest
wiec sprawdzi¢, jak zachowuje sie model dyskretny, gdy bedziemy zwickszaé liczbe ogniw.

W szczegblnoscei interesowaé nas bedzie jak wyglada przebieg energii rotacyjnej w Modelu A
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w zaleznosci od n. W tym celu wykonalismy dodatkowe symulacje dla tancucha poczatkowo
sktadajacego sie z dwéch réwnoleglych czesci potaczonych jednym segmentem. Symulacje
przeprowadzilismy uzywajac Modelu A dla n = 101,201,401, 801 segmentéw i obliczyliSmy
wartosci energii podczas spadku tancucha. Wyniki prezentujemy na rysunku 4.23. Poréw-
nujac wykresy energii, widzimy, ze zgodnie z oczekiwaniem energia catkowita jest stala w
kazdym z przypadkow. Potwierdza to zatem poprawnosc obliczen. Wykresy pokazuja, ze wraz
ze wzrostem n energia potencjalnej U i catkowita kinetyczna 7' nie zmieniaja sie znaczaco.
Wykresy te sa dodatkowo zgodne z wynikami prezentowanymi dla rozwiazania analitycznego
4.2. Ciekawym zjawiskiem jest zanik energii rotacyjnej 7). wraz ze wzrostem n. Widzimy, ze
dla rosnacego n energia ta maleje i w konicowej fazie spadku pojawia sie coraz ostrzejsze mak-
simum. Ostatecznie, gdy tancuch bedzie juz catkowicie rozciagniety, cata energia kinetyczna
pojawi sie jako energia obrotu ostatniego segmentu. Z tego wnioskujemy, ze przy rosngcym n
beda zanika¢ drgania tancucha i model dyskretny bedzie dazyt do modelu ciggtego. Warto tu
rowniez dodad, ze niemalze identyczne wykresy U i T uzyskaliémy wykonujac obliczenia dla

Modelu B. Widzimy wiec, ze dla obu modeli, dla duzych n wyniki symulacji beda zblizone.
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Rysunek 4.23: Energia tancucha zlozonego podczas spadku. Kolejne wykresy przedstawiaj energie
kinetyczna T' (w rozbiciu na energie kinetyczna translacyjna T} i rotacyjna 7)) oraz potencjalna U,
otrzymane w symulacji spadku tancucha. Symulacje wykonano przy uzyciu Modelu A dla tancucha

o dlugoséci L = 1 m, masie M = 0,022 kg i sktadajacego sie z n = 101, 201,401, 801 ogniw.
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4.4. Podsumowanie

W tym rozdziale pokazalismy, ze dla matych wychylen poczatkowych tancucha, dynamika
tancucha moze by¢ przyblizona przez model analityczny wyprowadzony z zasady zachowania
energii. Wyjasnienie, dlaczego koniec tancucha spada z przyspieszeniem wigkszym niz przy-
spieszenie ziemskie g, mozna uzyska¢ analizujac sity dziatajace w zgieciu tancucha. Dzieje
sie tak dlatego, ze dodatkowo w zgieciu tancucha dziata wewnetrzna sita odsrodkowa, pro-
porcjonalna do kwadratu predkosci konca tancucha.

Rezultaty symulacji: ksztatt tanicucha w kolejnych fazach spadku oraz predkosé, okazaty
sie zgodne z danymi uzyskanymi w eksperymencie. Porownanie wynikéw otrzymanych przy
uzyciu réznych modeli matematycznych pokazalto, ze szczegdty dynamiki tancucha zaleza
w duzej mierze od szczegotow budowy tancucha. Widzimy réwniez, ze model analityczny
ma swoje granice stosowalnosci. Zawodzi po osiagnieciu przez tancuch pozycji minimalne;j.
Analogicznie do odbicia idealnie sprezystej pitki, mozna by sie spodziewac, ze po osiggnieciu
pozycji minimalnej tancuch idealny powinien wraca¢ do pozycji poczatkowej, symetrycz-
nej wzgledem osi y. Patrzac na wyniki doswiadczen i symulacji widzimy, ze po osiggnieciu
minimum, dynamika tancucha staje sie bardzo ztozona. W przypadku symulacji tancucha
idealnego, oprocz wspomnianych wezesniej drgan, w konicowej fazie spadku wystepuje dodat-
kowo rotacja segmentéw. Wszystko to prowadzi do chaotycznego zachowania sie tanicucha po

osiagnieciu minimalnej pozycji.



Rozdziat 5

Spadek swobodny fancucha rozwartego

Eksperymenty numeryczne przeprowadzone dla tancucha zlozonego potwierdzaja zbieznosé
rezultatow (predkosci i przyspieszen konca tancucha) z wynikami otrzymanymi dla modelu
analitycznego. W tej czesci przeprowadzimy dodatkowe obliczenia dla tancuchéw, ktérych
konce wisza poczatkowo w wiekszej odlegtosci od siebie. Przypadek, w ktérym poczatkowa
odlegto$¢ miedzy koncami tancucha byta znaczaco wieksza od zera, po raz pierwszy opisany
zostal w [12]. W serii doswiadczen z r6zna wstepna odlegtoscia miedzy koncami taicucha au-
torzy sprawdzili, czy wyniki do$wiadczalne sa zgodne z wynikami dla modelu analitycznego.
W pracy [73] kontynuowalidmy te badania i przedstawilismy zaleznosci miedzy poczatko-
wa odlegtoscig miedzy koncami tancucha a predkoscig i przyspieszeniem opadajacego konca
tanicucha. W powyzszej publikacji opisaliémy przeprowadzone eksperymenty laboratoryjne i
odpowiadajace im symulacje numeryczne. Bardzo ciekawym przypadkiem okazal si¢ przypa-
dek, w ktérym poczatkowa odleglto$é miedzy koncami taricucha wynosi L (gdy tancuch jest

poczatkowo maksymalnie rozciagniety).

92



5.1. Doswiadczenia laboratoryjne dla rozwartych tancuchow 93

5.1. Doswiadczenia laboratoryjne dla rozwartych tancuchéw

Zagadnienie spadku tancucha rozwartego realizowane byto we wspotpracy z Jean-Christophe
Géminardem!, ktéry wykonal doswiadczenia spadku lancucha. Wspétpraca zakonczyla sie
opublikowaniem wspélnej pracy dotyczacej dynamiki tancuchéw [73]. W dalszej czesci opisze-
my przebieg do$wiadczen oraz ich wyniki. Schemat aparatury do$wiadczalnej opisany zostat
szezegdltowo w pracy [73]. Lancuch uzyty w eksperymentach sktadal sie z jednakowych seg-
mentow, zbudowanych z preta i kulki potaczonych ze soba. Jest to nieco inny tancuch niz ten
uzyty w do$wiadczeniach z poprzedniego paragrafu 4.2. Caltkowita dtugo$é segmentu wynosi
[ = (4,46 £0,01) x 1073 m, $rednica kulek réwna jest ¢ = (3,26 4= 0,01) x 10~ m. Mini-
malny promien krzywizny, dla ktorego tancuch moze sie zgina¢ bez wystapienia dodatkowej
energii sprezystej miedzy ogniwami wynosi Ry, = (4,8 £0,2) x 1072 m. Calkowita dtu-
go$¢ tancucha réowna jest L = 1,022 m, co odpowiada n = 229 segmentom o lacznej masie
M = (2,08 4£0,01) x 1072 kg.

Ten tancuch przymocowany zostal w jednym koncu do stabilnej podpory oznaczonej
przez O za pomoca cienkiej nici. W punkcie P = (zg, ) umieszczony zostal drugi koniec
taricucha. Koniec ten zakonczony jest pretem (po uprzednim usunieciu ostatniej kulki), do
ktérego przymocowana zostata nylonowa zytka o $rednicy 10~* m. Jako drugi obiekt, ktéry
bedzie spadal swobodnie wybrany zostal olowiany ciezarek o masie M = 1072 kg. Ciezarek
ten zamocowany zostal na koncu zytki o dtugosci okoto 0,05 m, zaczepionej do konca tan-
cucha. Tak przygotowany zestaw zawieszano na cienkim niklowym drucie o §rednicy 10~* m
wspartym na dwoch gwozdziach. Koniec tancucha i ciezarek wypoziomowane zostaty tak,
aby byly na tej samej wysokosci co pierwszy koniec tancucha O. Masa ciezarka M réw-
na jest potowie masy tancucha M, co sprawia, ze uktad mozna w tatwy sposob ustawi¢ w
rownowadze. Po wygaszeniu drgan, ksztatt tancucha bedzie przyblizona krzywa tancuchowa.
Cienki drut niklowy podtaczony zostat do zrodta pradu. Po wlaczeniu pradu elektrycznego
(okoto 1 A) zytka, ktéra podtrzymuje uktad tancuch—ciezarek, przepala sie i oba obiekty w

http://perso.ens-1lyon.fr/jean-christophe.geminard/index.htm
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tej samej chwili zaczynaja spada¢ swobodnie pod wptywem sity ciezkosci. W czasie spadku,
do obu obiektow doczepiony jest zatem kawatek zytki, nie ma to jednak widocznego wptywu
na dynamike, gdyz zytka jest bardzo cienka i jej masa jest nieznaczna w pordéwnaniu do
masy ciezarka i tancucha. Spadajacy tancuch i ciezarek zostaty sfotografowane za pomoca
kamery wideo CCD (Panasonic WV-BP550/G). Wybrany czas otwarcia migawki (1,/4000 s)
jest wystarczajacy dla uzyskania wyraznych obrazéw zarowno tancucha jak i obciaznika.
Filmy zostaly zdigitalizowane uzyskujac finalnie rozdzielczosci 50 klatek na sekunde. Wyniki
do$wiadczen w postaci zdje¢ przedstawione zostaty w pracy [73].

W rezultacie, na podstawie analizy zdje¢ cyfrowych otrzymaliSmy wspélrzedne konca
laiicucha i ciezarka w chwilach ¢;. Eksperymentalnie wyznaczona pozycja obiektu (konca
laricucha) opisana zostala jako pionowe h i poziome w odchylenia aktualnej wspétrzedne;j

korica tanicucha x(t) i y(t), w chwili ¢, od jej polozenia poczatkowego (zo, yo):

w(t) = xo — x(t),

h(t) = yo — y(t).

(5.1)

5.2. Symulacje numeryczne dla rozwartego tancucha

W tym paragrafie opiszemy przebieg obliczen numerycznych zmierzajacych do odtworzenia
wynikow eksperymentow opisanych w rozdziale 5.1. Symulacje numeryczne przeprowadzone
zostaly dla Modelu A z parametrami odpowiadajacymi parametrom tancucha uzytego w
do$wiadczeniach: n = 229, L = 1,022 m, M = 0,0208 kg, g = 9,81 m/s?, dla czasu t od 0
do 0,5 s.

5.2.1. Wyboér parametréw symulacji

Wstepnie przeprowadzone do$wiadczenia pokazaty, ze przy spadku tancucha wiszacego po-
czatkowo z z¢ > 0, 05L, sprezystos¢ miedzy segmentami jest pomijalna. Waznym czynnikiem
majacym wplyw na dynamike okazato si¢ ttumienie wystepujace pomiedzy segmentami. Pa-

rametr r, zwigzany z tym czynnikiem, dobraliSmy tak, aby wyniki obliczenn numerycznych
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mozliwie dobrze przyblizaty wyniki eksperymentéw laboratoryjnych. W tym celu poréwna-
liSmy potozenie konca tancucha otrzymane w obliczeniach numerycznych z danymi ekspery-

mentalnymi. R6znice miedzy tymi rezultatami obliczyliémy korzystajac ze wzoru:

~

5(r) = J zlv S (w; — )2 + (hy — hy)?, (5.2)

i=1

A

gdzie N oznacza liczbe punktéw pomiarowych. Punkty (w;, h;) i (;, h;), dla i = 1...N,
oznaczaja poziome i pionowe odchylenia konca tancucha od pozycji poczatkowej, odpowied-
nio w przypadku eksperymentu laboratoryjnego i numerycznego. Wartosci tych punktow
obliczyliémy ze wzoru (5.1). Znalezienie najlepszego przyblizenia numerycznego dla wyni-
kéw laboratoryjnych odpowiadaé¢ bedzie wyznaczeniu takiej wartosci r, ktéra minimalizuje

nastepujace wyrazenie:
A(r) = 6%(r) + 6°(r) 4+ 6°(r) + 0%(r), (5.3)

gdzie funkcje §% — 6 oznaczaja wartoéci funkcji ¢ dla poszczegdlnych eksperymentéw a) — d).
Warto$é optymalna parametru r poszukiwali$émy w przedziale od r; = 0 do o = 107* Nms.
Dla r > ro wartosé¢ funkcji A(r) rosnie. PrzeprowadziliSmy obliczenia dla réznych warto-
Sci r € [ry, 7o) 1 poszukiwaliSmy takiej wartosci g, dla ktérej A(rg) jest najmniejsza. W
ten sposob wyznaczyliémy warto$é¢ optymalng wspoélezynnika rg = 2,163 x 107° Nms, dla
ktorego A(rg) = 0,02479 m. Na krancach przedziatu funkcja ta réwna jest odpowiednio
A(ry) = 0,029845 m i A(re) = 0,03357 m. Wartosci odchylen §(r) w kazdym z omawianych

eksperymentow przedstawia tabela 5.1.

5.2.2. Wyniki symulacji

Po wyznaczeniu optymalnej wartosci wspotczynnika thumienia mozemy przeprowadzié sy-
mulacje i porowna¢ wyniki obliczen z wynikami otrzymanymi w doswiadczeniach. Wykresy
5.1 przedstawiaja dopasowanie trajektorii konca tancucha wyznaczonej numerycznie do war-

tosci wyznaczonych do$wiadczalnie. To dopasowanie reprezentowane jest przez funkcje w(t) i
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Tabela 5.1: Réznica miedzy wynikami eksperymentow i symulacji komputerowych.

Eksperyment: o, [m] dro M dry M
a) 0,008406 0,007672 0,01038
b) 0,006851 0,006654 0,00659
c) 0,006191 0, 005912 0,00669
d) 0,008397 0,004552 0,00991

h(t) okreslajace poziome i pionowe wychylenie korca taicucha od pozycji poczatkowej. War-
tosci wychylen, wyznaczone do$wiadczalnie, zaznaczone zostaty jako punkty na wykresach.
Dodatkowo na wykresach przedstawiono réwniez trajektorie spadajacego swobodnie ciata, re-
prezentowana przez przerywang linie. W kazdym z przypadkéw wartosci 6 sa wzglednie mate
(mniejsze niz 0,004 m) do momentu, gdy koniec taicucha osiagnie pozycje minimalna. Po tej
chwili staja sie duzo wieksze, przekraczajac nawet wartoéé¢ 1072 m, co ma znaczacy wplyw
na warto$é¢ funkcji A(r). Ostatecznie, na rysunku 5.2 prezentujemy wyniki symulacji, kto-
re odpowiadaja doswiadczeniom opisanym w poprzedniej czesci. Poszczegolne konformacje
tancucha na tych rysunkach odpowiadaja wynikom doswiadczalnym dla tych samych chwil
t. Dodatkowo pokazaliémy jak wyglada teoretycznie spadek ciata swobodnego w poréwnaniu
z koncem tancucha. Wykresy 5.2 potwierdzajg, ze wyniki doswiadczalne i numeryczne s

niemal identyczne.

5.3. Analiza wynikéw symulacji spadku tancucha

Rezultaty symulacji przeprowadzonych w poprzedniej czedci sg zgodne z danymi laborato-
ryjnymi. Dlatego w dalszej czeSci analize spadku tancuchéw przeprowadzimy w oparciu o
dane numeryczne.

Analize wynikow zaczniemy od zbadania relacji miedzy czasem spadku korica tancucha a
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Rysunek 5.1: Odchylenie konca tanicucha od pozycji poczatkowej. Rysunki przedstawiaja pionowe
h(t) i poziome w(t) odchylenie korica tancucha od pozycji poczatkowej w czasie spadku. Dane
numeryczne przedstawia linia ciagla a dane eksperymentalne punkty (kétka, kwadraty). Rysunek A)
przedstawia rezultaty dla eksperymentu z o = 1,0195 m, B) dla g = 0,765 m, C) dla g = 0,51 m
oraz D) dla zo = 0,255 m.
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Rysunek 5.2: Wyniki symulacji komputerowej dla spadku taicucha. Rysunki przedstawiaja kolejne

fazy spadku tancucha wyznaczone w symulacji i odpowiadaja wynikom eksperymentalnym z pracy

[73]. Symulacje przeprowadzone zostaly dla taricucha o dtugosci L = 1,02 m, masie M = 0, 0208 kg,

skladajacego sie z n = 229 ogniw polaczonych przegubem tlumiacym z parametrem r = 2,163 x
1075 Nms, spadajacego z przyspieszeniem g = 9,81 m/s%. Poczatkowo lancuch wisial swobodnie

a odleglo$é miedzy jego koricami wynosita A) xo = 1,0195 m, B) z¢g = 0,765 m, C) o = 0,51 m

i D) zo = 0,255 m. Polozenie ciala spadajacego swobodnie zostalo narysowane po prawej stronie

rysunku.
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swobodnie spadajacego ciata. Dla omawianych wcze$niej do$wiadczen relacje te zaobserwo-
waé¢ mozna na wykresach 5.1. W przypadkach b), ¢) i d) zauwazyé mozna, ze az do momentu
osiagniecia przez koniec tanicucha potozenia minimalnego (warto$é odchylenia h(t) jest wtedy
najwieksza), tanicuch spada zawsze szybciej. Najbardziej zaskakujacym przypadkiem wydaje
sie by¢ przypadek a), w ktérym tancuch poczatkowo wisial rozciagniety w pozycji pozio-
mej. Odchylenie konca tancucha od pozycji poczatkowej jest w tym przypadku niemalze
identyczne jak dla ciata spadajacego swobodnie. Zaréwno w doswiadczeniu jak i symulacji
komputerowej obserwujemy, ze podczas spadku, czes¢ tancucha pozostaje w pozycji poziomej
i nie moze zachodzié¢ tu zjawisko kumulacji energii, podobnie jak dla ztozonego tanicucha. Po
naszej publikacji pojawilta sie publikacja [74] powolujaca sie na rezultaty przedstawione w
naszej pracy, w ktorej autorzy réwniez wyjasniaja przyczyne tego zjawiska. W dalszej czesci
przeprowadzimy analize predkosci v, i przyspieszenia a. konca tancucha, w zaleznosci od
czasu. Na rysunku 5.4 prezentujemy predkosci i przyspieszenia dla eksperymentéw a) — d).
Przez predkosé i przyspieszenie rozumiemy modut ich wartosci.

Na wykresach predkosci i przyspieszen dla doswiadczenn b) — d) widzimy, ze dla coraz
krotszego rozwarcia xp, maksymalna predko$é i maksymalne przyspieszenie sa wigksze i
wystepuja pdzniej. Dodatkowo, z wykreséw wynika, ze przypadek a) jest wyjatkowy, gdyz
maksymalna predkos¢ i maksymalne przyspieszenie sa poréwnywalne do tych otrzymanych
w przypadku ¢) i wystepuja znacznie p6zniej niz w pozostatych do$wiadczeniach. Oznacza
to, ze dla pewnego xy > 0, 75L dynamika tancucha radykalnie si¢ zmienia. W celu zbadania
tego zjawiska przeprowadziliémy dodatkowe obliczenia dla 2y od 0,1 m do 1,02 m, z krokiem
0,01 m. Wszystkie pozostate parametry rownan ruchu pozostaja takie same jak w poprzed-
nim paragrafie. Mozemy postawié¢ pytanie: dla jakich wartosci o maksymalna wartos¢ pred-
kosci i przyspieszenia jest najwieksza? Wyniki obliczen przedstawiliSmy na wykresach 5.4 i
5.5. Moment, w ktorym koniec tancucha osiggnie maksymalne odchylenie h,,q, oznaczaé be-

dziemy t;,, .., a moment, dla ktérego predkos$¢ konca jest najwieksza przez t Na rysunku

Umaz *

5.4 A) widzimy, ze zaleznos¢ vy, od xg nie jest oczywista. Wykres przedstawia maksymalna

warto$¢ predkosci vp,4, oraz vy, . W zaleznosci od poczatkowej odlegltosci miedzy koncami
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Rysunek 5.3: Predkosé¢ i przyspieszenie korica tanicucha w eksperymentach a) — d). Rysunek A)
prezentuje warto$¢ modutu predkosci, rysunek B) warto$é modutu przyspieszenia podczas spadku
konca tancucha o dtugoséci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg, sktadajacego si¢ z n = 229 ogniw po-
laczonych przegubem ttumigcym z parametrem r = 2,163 x 107> Nms. Obliczenia przeprowadzono
dla tancuchéw swobodnie wiszacych z koricami odleglymi o a) 2o = 1,0195 m, b) xg = 0,765 m, c)
x0 = 0,51 mid) zg=0,255 m.

tancucha zy. Niemalze w calym zakresie xy predko$é maksymalna jest wieksza niz predkosé
w minimalnym potozeniu. Poczatkowo, dla mniejszych xq, obie wartosci nieznacznie rosng
osiagajac maksimum dla zy = 0,1314 m. Nastepnie obie wartosci maleja, przy czym vy, .
osigga minimum dla wartosci o = 0,8354 m i zaczyna rosnac¢. Dla zy = 0,9040 m wartos¢
maksymalnej predkosci jest najmniejsza a dla xyg > 0,9040 m predkos¢ maksymalna jest
rowna predkodci w najnizszym potozeniu tancucha.

Na wykresie 5.4 B) obserwujemy podobne zachowanie dla przyspieszenia. Podobnie jak w
przypadku predkosci, wykres ten pokazuje wyraznie, ze maksymalne przyspieszenie osiagane
jest dla matych xy. Obserwujemy rowniez, ze przyspieszenie maksymalne na ogdt nie jest
osiagane w minimalnym potozeniu tancucha h,,,,. Widzimy jednak, ze jego warto$¢ moze
by¢ bardzo duza, dla xy = 0,255 m wynosi ona 7352 m/s? i jest okoto 40 razy wigksza niz
dla zy = 0,765 m (186,3 m/s*). W pracy [16] dotyczacej dynamiki strzalu z bicza autorzy

eksperymentalnie pokazali, ze tak duze wartosci przyspieszenia sa mozliwe. W rozdziale 7
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Rysunek 5.4: Maksymalna predkosé A) i przyspieszenie B) konca tanicucha wyznaczone w zalez-
nosci od zg, w przedziale od 0,01 m do L, z krokiem 0,01 m. Obliczenia wykonano dla tancucha
o dlugosci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg, sktadajacego si¢c z n = 229 ogniw polaczonych
przegubem ttumiacym z parametrem r = 2,163 x 107> Nms. Wartodci Umaz 1 Gmaz S8 maksymal-
nymi wartosciami predkosci i przyspieszenia konca tancucha podczas jego spadku az do osiagniecia
pozycji minimalnej. Wartosci vy, and ay,,,, sa to predkosci i przyspieszenie koinca lancucha w

chwili, gdy osiagnal on najnizsza pozycje. Rysunek B) narysowany zostal w skali logarytmiczne;j.

wykazemy zwiazek dynamiki spadku lin z dynamika strzelajacego bicza. W wyjasnieniu oma-
wianych tutaj zalezno$ci pomocne beda wykresy pokazujace poréwnanie czasu i wysokosci
powiazanych z vya, 1 vp,,,,. Zaleznosci te wykreslone zostaty na rysunku 5.5.

Dzieki tym wykresom mozemy sprawdzi¢ jak czas tp,,,., w ktérym koniec tancucha osia-
gnie swoje najnizsze potozenie, zalezy od poczatkowego rozwarcia tancucha xy. Zaleznosé ta
przedstawiona zostalta na rysunku 5.5 A). Na tym wykresie widzimy, Ze koniec taiicucha osia-
ga najnizszg pozycje w najkrotszym czasie dla xg = 0,55 m, czyli gdy poczatkowa odlegtosé
miedzy konicami tancucha wynosi okoto potowy jego catkowitej dtugosci. Po tym, czas spadku
th, .. znOw rosnie osiggajac maksimum dla tancucha poczatkowo catkowicie wyprostowanego

xo = L. Widzimy réwniez, ze poza niewielkimi obszarami w okolicy wartosci granicznych x,
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Rysunek 5.5: Czas i wychylenie konica tancucha przy osiggnieciu maksymalnej predkosci dla xg
od 0,01 m do L, zmieniajacego sie z krokiem 0,01 m. Rysunek A) przedstawia wykres czasu

thaes W ktorym koniec tanicucha osiagnal najnizsza pozycje oraz wykres czasu ¢ dla ktoérego

VUmaz

koniec osiagnal maksymalng predko$é. Linia przerywana reprezentuje czas osiagniecia maksymalne;
predkosci i minimalnego polozenia dla modelu laricucha zgietego (¢.(L) = 0,3867 s). Na rysunku

B) przedstawiliSmy wykres maksymalnego wychylenia konca lancucha hy,q, oraz wychylenia h

Umazx?

dla ktoérego tancuch osiagnat maksymalna predkosé.

koniec tancucha osiaga maksymalng predkos¢ w czasie innym niz osiaga minimalne potoze-
nie. Wida¢ zatem, ze ta dynamika nie moze by¢ opisana przez model analityczny opisany w
rozdziale 4.1.

Na wykresie 5.5 A) zauwazy¢ mozna, ze maksymalna predkos$¢ zostanie osiagnieta naj-
szybciej dla g = 0,7 m. Rysunek 5.5 B) pokazuje, ze tancuch spada najnizej dla matych
odlegtosci xy i wartos¢ maleje osiagajac minimum dla xg = 0,76 m. Z tych wykreséw wynika,
ze tancuch osiaga predko$¢ maksymalng przed osiggnieciem minimalnego potozenia. Zauwa-
zamy rowniez, ze w caltym badanym zakresie g, tancuch nie osigga minimalnego potozenia
h = L. 7 drugiej strony, widzimy, ze wykres h zbliza sie do wartosci maksymalnej, gdy xq
zbliza si¢ do 0,01 L. Moze to sugerowac, ze dla o — 0 tancuch osiagnie potozenie mini-

malne. Wyniki z paragrafu 4.3 pokazuja jednak, ze nawet dla duzo mniejszych g, tancuch
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nie osigga minimalnej pozycji, ze wzgledu na oscylacje w czedci nieruchomej. Stwierdzamy
rowniez, ze dla spadku tancucha z duzym poczatkowym oddaleniem koncéw zy > 0,7 m,
spadek tancucha znaczaco rozni si¢ od spadku z matymi xy < 0,5L. Wydaje sig¢, ze dla
przypadku xy = L powinno istnie¢ rozwigzanie analityczne, jednakze proste rozwiazanie nie
zostato znalezione.

Réwnanie opisujace spadek wyprostowanego tancucha zostato podane w jednej z ostat-
nich prac dotyczacych spadku tanicuchéw [75]. Jest to réwnanie falowe opisujacego ksztalt fali
biegnacej w strunie umieszczonej w polu grawitacyjnym. Rozwigzanie tego rownania nie ma
niestety prostej analitycznej formy i wymaga zastosowania metod numerycznych. Rezultaty
obliczen przeprowadzonych w tej publikacji porownane zostaty z wynikami przedstawiony-
mi w pracy [73]. Zgodnosé obliczen jest bardzo duza, co dodatkowo potwierdza shusznosé

podejscia zastosowanego przez autoréw.
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5.4. Podsumowanie

Wyniki analizy przyprowadzonej w tym rozdziale pokazuja nowe fakty dotyczace dynamiki
spadajacego tancucha. Widzimy, ze wraz ze wzrostem odlegtosci miedzy koncami wiszacego
taricucha, dynamika spadku tancucha jest inna niz ta opisywana przez model analityczny.
Widzimy, ze najwieksze predkosci koniec tancucha osigga dla tancucha ztozonego, wartosci
maksymalne maleja wraz we wzrostem poczatkowej odlegto$ci miedzy koncami. Zaskakujace
jest to, ze od zy > 0,8863L maksymalna predkos¢ znéw zaczyna rosnac¢. Widzimy rowniez,
ze czas spadku znaczaco wydtuzyt sie dla tancuchow z xy > 0,8863L. Podobne rezultaty
obserwujemy przy analizie przyspieszenia konca tancucha. Rezultaty te moga mie¢ znaczenie
przy badaniu zachowania sie liny w zastosowaniach technicznych. Przyktad zastosowania
wynikéw uzyskanych w tej pracy znalezé mozne w raporcie [76]. Ciekawym problemem,
ktory réwniez moze mieé zastosowania techniczne sg silty, ktore pojawiaja sie w punkcie

zaczepienia liny podczas spadku. Zagadnienie to omawia¢ bedziemy w kolejnym rozdziale.



Rozdziat 6
Sity dziatajace podczas spadku tancucha

W tej czesci kontynuowaé bedziemy analize dynamiki spadajacego tancucha z réznymi po-
czatkowymi odchyleniami xg rozpoczeta w poprzednim rozdziale. Badaé¢ bedziemy naprezenia
jakie wystepuja podczas spadku tancucha w miejscu jego zaczepienia. Wprowadzenie do tego
zagadnienia znalezé mozna w pracy Wong i Yasui [74]. Szczegdtowa analize i wyniki badan
laboratoryjnych opisuja prace [12] i [15]. W pierwszej pracy, autorzy badali maksymalne
naprezenia w punkcie zaczepienia tancucha podczas jego spadku, gdy poczatkowo konce
tancucha oddalone byty od siebie o maksymalnie o = 0,3L. Wyniki poréwnane zostaty
do wynikéw uzyskanych dla modelu analitycznego. Autorzy pracy [15] réwniez poszukiwali
maksymalnego naprezenia wystepujacego w punkcie zawieszenia tancucha. Praca ta zawiera
wyniki eksperymentéw podobnych do opisanych w pracy Géminarda i Vanela [73]. W tej
publikacji zwrécono réwniez uwage na nieciagtosci w pomiarach sity dziatajacej na punkt
wsparcia tancucha z xg ~ L, w chwili poczatkowej spadku. Rezultaty otrzymane w wyniku
tych doswiadczen nie sa jednak zbyt doktadne ze wzgledu na niska rozdzielczos¢ czujnika
wykorzystanego podczas eksperymentéw. W rezultacie, na wykresach zawartych w tej pracy
widoczne sg silne oscylacje, ktore zaktocaja wyniki.

Wykorzystanie obliczenn numerycznych umozliwito przeprowadzenie szczegdtowej analizy
sit w podporze, dla tancuchéw z szerszym zakresem xg niz w doswiadczeniach laboratoryj-
nych wykonanych przez Géminarda i Vanela. W naszych badaniach wykorzystamy wyniki

eksperymentow przeprowadzonych przez tych autoréw do zweryfikowania wynikow symulacji.

105
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Zastosowanie symulacji numerycznej umozliwi nam precyzyjne zbadanie zachowania tancu-
chéw wiszacych z duzym rozwarciem x i wyjasnienie rezultatéw otrzymanych w ekspery-
mentach Géminarda i Vanela. Naprezenie w punkcie zaczepienia tancucha wyznaczy¢ mozna
na podstawie analizy przyspieszenia srodka masy. Na poczatku, podobnie jak w przypadku

badania spadku konca tancucha, badania rozpoczniemy od obliczen analitycznych.

6.1. Rozwigzanie analityczne spadku $srodka masy tancucha

Analize przyspieszen i sil podczas spadku tanicucha zaczniemy od znalezienia rozwigzania
analitycznego opisujacego to zjawisko. Konstrukcja modelu analitycznego zostata opisana
w pracach [70, 12, 71] a takze w poprzedniej czesci tej pracy 4.1. Przypomnimy w skrocie
gtéwng idee tego modelu. Zaktadamy, ze mamy tancuch o dtugoéci L i masie M réwnomiernie
roztozonej wzdhuz jego dtugosci. Podczas spadku w polu grawitacyjnym ze stala g, tancuch
ten sktada sie z czesci ruchomej oraz tej, ktéra juz sie zatrzymata. CzeSci te potaczone
sa w pewnym punkcie. Ruch tancucha opisa¢ mozna za pomoca zmiennej h, okreslajacej
odchylenie konca tancucha od pozycji poczatkowej. Schemat tego modelu pokazuje rysunek
6.1. Rysunek ten przedstawia rzeczywisty tancuch podczas spadku i odpowiadajacy mu model
analityczny tancucha. W modelu tym skupimy sie na ruchu srodka masy, oznaczonym jako
v, ktory zwiazany jest z sita dzialajaca na punkt zaczepienia tancucha.

Korzystajac z obliczen podanych w paragrafie 4.1, w prosty sposéb mozemy wyznaczy¢

potozenie, predkos¢ i przyspieszenie srodka masy v jako funkcje zmiennej h:

y'(h) = (L;Lh) - s (6.1)

i) = WO gy - LN Joh L), 62)
Lo dv(h) . g(20% — 6Lh+3h?)

() = oy = DL 63)
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[\

Rysunek 6.1: Model analityczny tancucha podczas spadku. Podczas spadku zgietego tancucha,
jego prawa opadajaca czes¢ staje sie coraz krotsza podczas gdy lewa, ktora sie zatrzymalta, wydtu-
za sie. W kazdej chwili wyznaczy¢ mozemy polozenie $rodka ciezkosci tanicucha ~. Dystans, ktéry
przebyl koniec laficucha oznaczaé bedziemy przez h. W rzeczywistosci ksztalt spadajacego tanicucha
jest krzywa przypominajaca krzywa lancuchowa (rysunek lewy). W modelu analitycznym, spada-
jacy tanicuch jest przyblizony przez dwie réwnolegle do siebie czesci, polaczone w punkcie (rysunek

prawy).

Wartosci te mozemy wyrazi¢ jako funkcje czasu t korzystajac z wczesniej wyprowadzonego
wzoru (4.8). Wyniki, ktére otrzymaliSmy powyzej, poréwnamy z wynikami obliczen nume-
rycznych przeprowadzonych dla takiego samego tancucha jak w rozdziale 5.2, czyli tancucha
o dhugosci L = 1,02 m i masie M = 0,0208 kg, ztozonego z n = 229 ogniw i spadajace-
go z przyspieszeniem g = 9,81 m/s?. Poczatkowo laficuch wisiat z koricami oddalonymi o
xo = 0,05 m. Jako poczatkowy ksztalt tancucha przyjeliSmy dyskretna krzywa tancuchowa.
Dodatkowo w obliczeniach zatozylidmy, ze tancuch jest idealny (nie wystepuje sprezystosé
i thumienie miedzy segmentami). Dla tak przyjetych parametréw laiicucha, czas w ktérym
lanicuch osiagnal minimalng pozycje obliczony ze wzoru (4.8) wynosi t(L) = 0,3863 s. Przy
analizie wynikow mozemy rozwazaé tylko sktadows pionows ruchu srodka masy. Wychylenia
w poziomie sa na tyle mate, ze mozna je pomina¢. Ruch $rodka masy reprezentowany bedzie

przez funkcje y7, v7 i a”. Przebieg tych funkcji przedstawia wykres 6.2.
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Rysunek 6.2: Ruch srodka masy spadajacego tancucha. Rysunki przedstawiaja poréwnanie rezul-
tatéw otrzymanych w sposéb analityczny (linia ciagla) i numerycznie (punkty): A) pozycja y?(t),
B) predkos$é v7(t) i C) przyspieszenie a”(t) srodka masy spadajacego zgietego tancucha. Rezultaty
otrzymano dla tancucha o dlugoéci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg i przyspieszenia grawita-
cyjnego g = 9,81 m/s?. Obliczenia numeryczne wykonano dla taficucha skladajacego sie z n = 229

segmentow, poczatkowo wiszacego swobodnie z konicami odlegltymi o o = 0,05 m.

Jak pokazalidmy w czesci 4.3, dla takiej konfiguracji rezultaty symulacji sa zgodne z roz-
wigzaniem analitycznym. Rysunek 6.2 przedstawia poréwnanie wynikow przebiegu dynamiki
srodka masy dla modelu analitycznego (wykres przedstawiony linia ciagta) i dla symulacji
(punkty potaczone linig przerywana). Wyniki obliczen numerycznych pokazuja duza zbiez-
no$¢ z rozwiazaniem analitycznym. Potwierdza to jednoczesnie wnioski zawarte w pracy [12],
ze dla matych xo < 0,05L model analityczny moze dobrze przybliza¢ dynamike tancuchow.

Na rysunku 6.2 A) widzimy, ze trajektoria $rodka masy uzyskana numerycznie i dla
modelu analitycznego sa bardzo zblizone. Odlegtosé¢ miedzy pozycja poczatkowa i najnizsza
srodka masy zdefiniujemy jako d = y?(0) — y"(Amaz), & czas osiagniecia pozycji najnizszej
oznaczaC bedziemy t;. Badajac szczegdty widzimy, ze odlegltosé w symulacji wyniosta d =
0,2536 m. Dla modelu teoretycznego warto$é¢ ta wynosi L/4 = 0,255 m. W symulacji czas
osiagniecia pozycji minimalnej dla $rodka masy wyniost ¢4 = 0, 3844 s.

Analizujac rysunek 6.2 B), jako pierwszy wniosek zauwazy¢ mozna, ze predkosé srodka

masy tancucha dazy do zera, gdyv czas dazy do ¢t(L), czyli osiggniecia przez koniec tancucha
Yy Qzy , gAy Qzy , CZy qgni¢ p
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minimalnej pozycji (h — L). Warto zwrdci¢ uwage, ze w tym momencie predkosé konca
laricucha osiaga nieskoriczono$é, co pokazane zostato w rozdziale 4.1 i w pracy [73]. Dla
kontrastu, na wykresie 6.2 C) widzimy, ze przy t — t(L) przyspieszenie $rodka masy rosnie
nieskonczenie dla rozwigzania analitycznego. W rozwigzaniu numerycznym, przyspieszenie
gwaltownie rosnie, ale jest oczywiscie skonczone. Na wykresie przyspieszenia obserwujemy
rowniez silne oscylacje, gdy srodek masy jest bliski osiggniecia pozycji minimalnej. Z dyskusji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale 4.3 wiemy, ze jest to zwiazane z dyskretyzacja
modelu. Spodziewany sig, ze dla wigkszych n, rozwigzanie numeryczne bedzie zblizaé¢ si¢ do
wyniku otrzymanego dla modelu analitycznego. Poréwnamy wiec dtugos$é d i czas spadku tg4
srodka masy, wyznaczone w symulacjach z wynikami dla modelu analitycznego (d = L/4 i
tq = t(L)). Rezultaty obliczen dla tancucha o dtugosci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg i
n = 101,201, ..., 1001 przedstawia wykres 6.3.

Na rysunku 6.3 mozemy zobaczy¢, ze dystans d jaki pokonuje $rodek masy w czasie

tq, osiaga stabilno$¢ dla n > 600. Dla symulacji z maksymalnym badanym parametrem

1001 1001 __
d $1o01

n = 1001, dystans ten wyniost = 0,2547 m i odpowiadajacy mu czas to
0, 3859 s. Porownujac te wartosci z rezultatami dla modelu analitycznego, btad wzgledny dla
dystansu i czasu spadku réwny jest odpowiednio 1,255 x 1072 i 4,033 x 1073, Réznice te
wynikaja z tego, ze w symulacji komputerowej poczatkowy ksztalt tancucha byt dyskretng
krzywa tancuchowa. Dlatego dystans, ktory ma do przebycia srodek ciezkosci v, jest mniejszy
od dystansu dla modelu analitycznego o okoto 1,447 x 1073 m, co wptynelo na skrécenie
czasu spadku. Widzimy, ze obliczenia numeryczne i wynik analityczny sa bardzo zbiezne.
Potwierdza to poprawnos¢ modelu dyskretnego i sensownosé uzycia technik komputowych do
dalszej analizy. W nastepnej czesci dokonamy analizy przyspieszen i naprezen wystepujacych

w punkcie zaczepienia tancucha, dla réznych poczatkowych konfiguracji tancucha.
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Rysunek 6.3: Dystans i czas spadku $rodka masy 7. Rysunek A) przedstawia dystans d jaki poko-
nat $rodek masy od potozenia poczatkowego do osiagniecia pozycji minimalnej. Linia przerywana
przedstawia dystans L/4 dla modelu analitycznego. Rysunek B) prezentuje wykres czasu spadku
srodka masy tg, w ktorym osiagnal on pozycje minimalna. Linia przerywana oznaczono czas spad-
ku $rodka masy dla modelu analitycznego t(L). Obliczenia numeryczne wykonano dla tancuchéw o
dtugoéci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg spadajacych z przyspieszeniem g = 9,81 m/s? i zbu-
dowanych z n = 101, 201, ..., 1001 segmentéw. Poczatkowa odleglo$é miedzy segmentami swobodnie

wiszacego tancucha wynosita xg = 0,05 m.

6.2. Analiza sit w chwili poczatkowej spadku tancucha

Analize naprezen wystepujacych w taricuchu zaczniemy od analizy rozktadu sit dziatajacych
na punkt zaczepienia O w stanie réwnowagi t(0~) oraz w chwili £(07), w ktérej zwolniono
koniec w punkcie P. Podobne rozumowanie zostato przeprowadzone w pracy [15], ale autorzy
ograniczyli sie jedynie do eksperymentow dla przypadku, gdy xg jest bliskie 0 oraz L. Dla
przypadku, gdy x¢o — L, autorzy odnotowali nieciagtosci dla obu sktadowych sity dziatajacej
w punkcie O w momencie, gdy tancuch zaczat spadaé¢. W dalszej czeéci zbadamy doktadnie
ten przypadek i rozszerzymy analize sit dziatajacych w punkcie O na poczatku spadku, dla
taricucha z koncami oddalonymi od siebie od zop = 0,1 do 1,02 m = L. W tym celu przepro-

wadzimy podobne symulacje do tych wykonanych w paragrafie 5.2. Wartosci sit w punkcie
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O na poczatku spadku poréwnamy do sit dziatajacych na punkt wsparcia w momencie, gdy
tancuch wisial w rownowadze. Rozktad sit dla tancucha w rownowadze przedstawia schemat
6.4 A) a rysunek 6.4 B) przedstawia sytuacje w chwili, gdy usunieto podpore P i rozpoczat

sie spadek tancucha.

A) Yy B) vy
t=0"
OK é O
R 4
N S - :
FO\ PO
Y
e -

Rysunek 6.4: Rozklad sil dzialajacych na tancuch w réwnowadze i na poczatku spadku. Rysunek
A) przedstawia schemat lancucha wiszacego w réwnowadze w polu grawitacyjnym, w chwili ozna-
czonej t = 07. Ksztalt tancucha jest krzywa lanicuchowa. Sila zwiazana z grawitacja, dzialajaca
na $rodek masy ~y, oznaczona jest jako @ Pionowe skladowe sit FO i FP dziatajacych w punktach
wsparcia O i P sa réwne —Q /2. Rysunek B) przedstawia uklad silt dzialajacych w punkcie O, w
chwili t = 07, gdy koniec taficucha zawieszony w punkcie P zostal zwolniony. W chwili tej pojawila

sie sita Y dziatajaca na $rodek masy tancucha.

6.2.1. Uktad sit przed spadkiem tancucha ¢t = 0~

Na rysunku 6.4 A) przedstawiony zostal schematycznie rozktad sit dziatajacych na tancuch
wiszgcy w stanie rownowagi w polu grawitacyjnym z przyspieszeniem ¢. Stan réwnowagi
oznaczac bedziemy jako t = 07. Ksztalt wiszacego tancucha w polu grawitacyjnym opisany
jest przez réwnanie krzywej tancuchowej omawiane w czesci 2.1.2. Site dzialajaca na sro-

dek masy v, zwiazana z grawitacja, oznaczymy przez Q Site te réwnowaza podpory O i P,
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na ktére dzialtajg sity FO i FP o pionowych sktadowych, rownych —Cj /2. Wartosci tych sit
wynosza F{ = F} = Mg/2 i jak widaé nie sa one zalezne od rozwarcia taiicucha z. Dla
punktu podparcia O wartos¢ poziomej sktadowej sity wyznaczy¢ mozna z zaleznosci trygo-
nometrycznej FyO JFO =tg(a), gdzie a jest katem miedzy styczna do krzywej tancuchowej w
punkcie O a osig z. Jak pokazalismy w sekcji 2.1.2, krzywa tancuchowa moze by¢ w prosty
sposéb opisana przez funkcje ¢(s), gdzie s opisuje dlugosé tuku. W tej notacji, kat o réwny
jest ¢(0) i do jego obliczenia pomocny bedzie wzér (2.12) z mnoznikami Lagrange’a wyzna-
czonymi z réwnan (2.14). Warto$¢ pionowej i poziomej sktadowej sily dzialajacej na punkt

O, w chwili t = 07, wyznaczy¢ mozemy z zaleznosci:

_ >\1M9 _
FP(07) = T FP07) === (6.4)
Dla przyktadu, dla tancucha o dtugosci L = 1 m i g = 0,75 m przedstawionego na

rysunku 6.4, parametr \; = —0,0383 m.

6.2.2. Uktad sit w chwili spadku tancucha ¢t = 0%

Zaktadamy, ze w chwili ¢ = 0, koniec tancucha zostal uwolniony z punktu P i tancuch
zaczyna spada¢. Sytuacja ta przedstawiona jest na schemacie 6.4 B). Moment ten oznaczaé
bedziemy przez t = 0. Sily dzialajgce w punkcie P znikaja i w tym momencie na $rodek
masy zaczyna dziata¢ nowa sita F 7(01). Sita dziatajaca w punkcie O réwniez ulegnie zmianie
i bedzie réwna:

FO(0t) = Fr(0%) — Q. (6.5)

Znalezienie wartoéci tej sity polega¢ bedzie na znalezieniu wartoéci F 7(0T) = Ma'(0"), czyli
wyznaczaniu przyspieszenia §rodka masy taicucha @ (0). Do obliczenia @?(0") wymagana
jest znajomos$é wartosci przyspieszenn ¢;(0), ktére obliczy¢ mozemy wstawiajac katy ;(0)
opisujace ksztalt krzywej tancuchowej i predkosci ¢;(0) = 0 do réwnan ruchu (2.56). Przy-

spieszenie poszczegdlnego ogniwa w uktadzie xy, w chwili ¢ = 0, wyznaczy¢ mozemy wowczas



6.2. Analiza sit w chwili poczatkowej spadku tancucha 113

nastepujaco:

1
—1(0) sin ;(0),

az (0 Zl(pj sin¢;(0) — 5

(6.6)

—1
1.
a,,i(0 th] cos ¢;(0) + §l<pi(0) cos ;(0).

Przyspieszenie $rodka masy w chwili ¢ = 0% wyrazié¢ mozemy za pomocg nastepujacych

WzOoroéw:
n

Z 4. (07). (6.7)

1
al(07) = Z a; ;(0), aj0(*) = —
n n

6.2.3. Poréwnanie sit dziatajacych na punkt O w chwili t =0~ it =07

Stosujac powyzsze rozumowanie wyliczyliSmy wartosci sity dziatajacej w punkcie podparcia
laficucha O dla t = 0" i poréwnali$my z warto$ciami obliczonymi dla tancucha w réwnowadze
t = 07. Obliczenia wykonalismy dla zy w przedziale od 0,1 m do 1,02 m. Rezultaty tych
obliczen przedstawiaja wykresy 6.5.

Analiza pionowej sktadowej sity dzialajacej na punkt zaczepienia tanicucha wydaje sie
by¢ prostsza. Dla tancucha ztozonego, sktadowa pionowa przyspieszenia c@(O*) rowna jest
—g/2. Zgodnie z wczesniejszymi obliczeniami odpowiada to sile dziatajacej w punkcie O o
wartosci Fyo (07) = Mg/2. Gdy odlegtosé miedzy konicami taricucha rognie, warto$é pionowej
sktadowej sity maleje i osiaga warto$¢ 0 dla tancucha catkowicie rozciagnietego (rg = L).
Z wykresu 6.5 B) wynika réowniez, ze w poré6wnaniu z taficuchem w réwnowadze réznica w
wartosci pionowej sktadowej sity rosnie wraz ze wzrostem x, osiaggajac warto$¢ maksymalng
réwna Mg/2 dla xy = L. Podczas spadku taincucha z duzym poczatkowym rozwarciem
zaobserwowa¢ mozna zatem niecigglo$é w wartosci tej sity. Te nieciggltosé zaobserwowano
podczas eksperymentéw i opisano w pracy [15].

Na wykresie 6.5 A) widzimy, ze przebieg funkeji £ (01) nie jest do przewidzenia w prosty
spos6b. Dla tancucha ztozonego wartoéé sktadowej poziomej sity F2(0%) zgodnie z intuicja
jest zerowa. Gdy odleglo$é¢ xy miedzy koncami tancucha rosnie, w punkcie O pojawia sie

sita o niezerowej sktadowej poziomej. Wartosé tej sktadowej maleje od 0 do —0,0671 N
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Rysunek 6.5: Sily dzialajace na podpore laricucha w chwili ¢t = 07 it = 0. Rysunek A) przedsta-
wia pozioma F?, rysunek B) pionowa Fyo sktadowg sity Fo dziatajacej na punkt wsparcia tancucha
O w stanie réwnowagi t = 0~ (linia przerywana) i w chwili rozpoczecia spadku ¢t = 0% (linia ciagla).
Obliczenia wykonano dla tancuchéw o dlugosci L = 1,02 m, masie M = 0,0208 kg sktadajacych

sie z n = 229 segmentéw i z koricami odlegtymi o zg od 0 do L. Na rysunku A) umieszczony zostal

dodatkowo wykres pokazujacy blad wzgledny pomiedzy F2(07) 1 FQ(0%).

dla g = 0,96 m (0,94L). Po tym znéw szybko roénie osiagajac zero dla tancucha catkowi-
cie rozciggnietego (rg = L). Interesujacym przypadkiem jest tu réwniez wartosé sktadowe;
poziomej sity dla 1y = L w stanie réwnowagi. Widzimy, ze warto$¢ F2(07) dazy do nie-
skonczonosci dla g — L. Réznica miedzy wartoscia tej sity w stanie rownowagi a wartoscia
w chwili poczatkowej spadku moze byé¢ zatem bardzo duza. W pracy [15] autorzy odnoto-
wali nieciggto$¢ w chwili rozpoczecia spadku rowniez dla tej sktadowej. Wedtug autordw,
nieciggtosci te spowodowane sg gwaltownym spadkiem naprezen w punkcie zaczepienia w
momencie zwolnienia drugiego konca tancucha. Jak wynika z powyzszej analizy, efekt ten
jest raczej naturalng konsekwencjg uktadu sit dziatajacych na tancuch w stanie réwnowagi i
na poczatku spadku.

Warto tu réwniez odnotowad, ze rozciagniecie tancucha do pozycji catkowicie poziome;j

nie jest tatwe. Podczas przygotowania doswiadczen spadku tancucha, tancuch o dlugosci
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L = 1,02 m udalo si¢ rozciagna¢ na odlegtos¢ o = 1,019 m. Efekt ten widaé¢ réwniez na
rysunku z wynikami do$wiadczen w pracy [73]. Wykres 6.6 A) przedstawia krzywe tancu-
chowe o dtugosci L = 1,02 m, ktorych konce wisza na jednym poziomie i odlegtos¢ miedzy
koncami bliska jest dtugosci krzywej. Dla krzywej z xo = 1,0199 m (do pelego rozciagnie-
cia tancucha pozostaje odleglosé 0,1 mm) ugiecie krzywej od poziomu wynosi az 0,006 m.
Drugi z wykresow 6.6 B) pokazuje promien krzywizny krzywej tanicuchowej w punkcie érod-
kowym w zaleznosci od zy. Promien krzywizny zaczyna gwattownie rosnac¢ od xg > 0,98 m

(o = 0,96L).
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Rysunek 6.6: Ksztalt krzywych tanicuchowych dla xy ~ L. Na rysunku A) przedstawiono, w duzym
przyblizeniu, ksztalt krzywych tancuchowych, ktérych konce zawieszono w odleglosci zg = 1,018 m,
1,019 m i 1,0199 m bliskiej dtugosci L = 1,02 m. Wykres B) przedstawia promiert krzywizny R
w punkcie L/2 dla krzywych tanicuchowych z xg = 0, ..., L, gdzie L = 1,02 m. Dla xy = 0,98 m

rozpoczyna sie gwaltowny wzrost wartosci promienia krzywizny.

6.3. Uktad sit podczas spadku tancucha

W tym paragrafie bada¢ bedziemy rozktad sit w punkcie zaczepienia O podczas spadku

taicucha (dla ¢ > 0). Na poczatku przeprowadziliSmy szereg obliczen w celu poréwnania
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wynikow symulacji komputerowych z eksperymentami laboratoryjnymi przeprowadzonymi
przez Géminarda i Vanela w pracy [15]. W testach uzyliSmy modelu ze ztaczami sprezystoo-
dyssypatywnymi opisanymi w rozdziale 2.5.1 oraz pracy [52]. Przy wyborze parametréw
modelu matematycznego pod uwage braliSmy maksymalne wartosci przyspieszenia otrzy-
manego w eksperymentach i symulacjach. Ostatecznie wybraliémy model ze ztaczami tylko
ttumionymi z parametrem r = 1,113 x 107% Nms. Dla tej wartosci parametru r otrzyma-
liSmy najlepsza zbieznos¢ z eksperymentami przeprowadzonymi przez Géminarda i Vanela.
Dla eksperymentéw z x9 < 0,3 m lepsze rezultaty otrzymalismy dla 7 = 1 x 1077 Nms, lecz
dla wiekszych wartodci zy zbieznos¢ wynikow byta znacznie gorsza. Warto réwniez wspo-
mnieé, ze wartos¢ wspotezynnika ttumienia przyjeta do obliczen w tej czesci pracy jest rézna
od wartodci wybranej w poprzednim rozdziale (r = 2,163 x 107° Nms), gdy pod uwage
braliémy zgodno$é¢ potozenia konca tancucha otrzymanego w symulacjach i eksperymentach.

Podobnie jak w czesci 5.2 przeprowadziliémy obliczenia sit dzialajacych na punkt O dla
wybranych konformacji poczatkowych a) o = 1,019 m, b) zo = 0,765 m, ¢) g = 0,51 m id)
xo = 0,255 m. Dla tych konfiguracji poczatkowych przeprowadzilismy obliczenia numeryczne
w celu wyznaczenia przyspieszen srodka masy ~v i wyznaczyliémy site dziatajaca na punkt
O za pomoca wzoru (6.5). Rysunek 6.7 przedstawia ewolucje sktadowych sity dziatajacej w
punkcie O dla do$wiadczen referencyjnych a) — d).

Na wykresach 6.7 mozna tatwo zauwazy¢, ze w kazdym z przypadkow istnieje maksimum
sity dziatajacej na podpore. Dodatkowo widzimy, ze dla doswiadczen b), ¢) i d) maksymalna
wartos¢ obu sktadowych sity rosnie dla tancuchéw z mniejszym rozwarciem xy i maksimum
osiggane jest w coraz dtuzszym czasie. Wyniki dla przypadku a) znacznie réznia sie od pozo-
statych. Pozioma sktadowa sity osiaga maksymalng wartos¢ w czasie t = 0,3 sit = 0,453 s.
Pierwsze maksimum ma podobna nature jak w pozostatych przypadkach i, zgodnie z oczeki-
waniem, wystepuje w czasie krotszym niz w eksperymencie b). Drugie maksimum poziome;
sktadowej sity osiggane jest w momencie bliskim osiggniecia przez tancuch minimalnego po-
tozenia.

Dla przypadku a) widzimy réowniez, ze sktadowa pionowa sity osiaga warto$¢ maksymalna
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Rysunek 6.7: Sily dzialajace na punkt O w symulacjach a) — d). Rysunki przedstawiaja sklado-
wa pozioma A) i pionowa B) sily dzialajacej na punkt wsparcia lancucha O w jednostkach Mg.
Poczatkowy ksztalt tancucha uzyty w symulacjach odpowiadat doswiadczeniom dla poczatkowego

rozwarcia lancucha a) xg = 1,019 m, b) o = 0,765 m, ¢) o = 0,510 m oraz d) xz¢ = 0,255 m.

wigksza niz w przypadku b) i zblizong do wartosci w przypadku ¢). Wyniki otrzymane w
symulacjach sg poréwnywalne do tych, ktore wyznaczone zostaly eksperymentalnie w pracy
[15]. Rezultaty otrzymane dla przypadku a) pokazuja ponownie, ze dynamika spadku lin,
ktorych konce sa poczatkowo bardzo oddalone od siebie xq — L jest bardziej ztozona. Analiza
tego zagadnienia wydaje sie wskazana ze wzgledu na mozliwos¢ uzycia w zastosowaniach

technicznych takich jak trakcje elektryczne, czy konstrukcje ciegnowe.
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6.3.1. Analiza sity poziomej w punkcie wsparcia fancucha

Analogicznie jak w czedci 5.2, szczegbdltows analize rozpoczniemy od wyznaczenia maksymal-
nych wartosci sity poziomej i czasu ich osiggniecia dla tancuchéw z réznym poczatkowym
rozwarciem koncow od 0,1 m do 1,02 m. Rezultaty tych obliczen przedstawia wykres 6.8.
Ze wzgledu na fakt, ze wartosci sit dla wybranego czasu catkowania sg zawsze ujemne, w

dalszej dyskusji dla uproszczenia przyjmowaé bedziemy wartosé —F©.
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Rysunek 6.8: Maksymalne wartosci sily poziomej w punkcie wsparcia O, w zalezno$ci od xg.
Rysunek A) przedstawia wartoéé maksymalne wartoéci —F9 w jednostkach Mg w zaleznosci od
poczatkowego wychylenia koncéw laricucha. Na rysunku B) pokazano czas 4., dla ktérego osia-
gnieto maksymalna wartos¢ sity. Rezultaty uzyskane dla tancuchow z zg = 0, 1...1,02 m ze skokiem
0,01 m oznaczono jako punkty polaczone przerywana linia. Dla x¢p < 0,1 m narysowane zostaly
wartosci teoretyczne. Otrzymane rezultaty odpowiadaja rezultatom do$wiadczalnym uzyskanym

przez Géminarda i Vanela w pracy [15] (Fig. 4 and Fig. 3).

Wykresy 6.8 przedstawiajg odpowiednio warto$ci maksymalne poziomej sktadowej sity
dziatajacej na O oraz czas, dla ktorego to nastgpito, jako funkcje poczatkowego rozwarcia
laiicucha zy. Z rozwazan teoretycznych wiemy, ze dla tancucha ztozonego (zo = 0), sila
—F9 réwna jest zawsze 0. Dla xy > 0 sita ta jest niezerowa i osiaga najwicksza wartosé

réwng 3,2046 Mg dla zy = 0,17 m (xy = 0,1667L). Nastepnie jej wartos¢ spada i w
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xg = 1,01 m (xg = 0,99L) osigga minimum réwne 0,6302 Mg. Dla nastepnych wartosci
xo wartos¢ tej funkcji zaczyna gwalttownie rosna¢. Dodatkowe informacje wyczytaé mozemy
z wykresu 6.8 B). Wykres ten pokazuje, ze maksymalna wartoé¢ sity —F9 osiggana jest w
najkrotszym czasie t = 0,3578 s dla tancucha z xy = 0,67 m (zo =~ 0,657L). Widzimy
rowniez, ze dla xo = 0,99 m istnieje lokalne maksimum 0,3929 s. Dalej czas osiagniecia
maksymalnej wartosci sity gwaltownie maleje i dla o = 1,01 m pojawia sie¢ nieciagltos¢.
Dla kolejnej wartosci xo = 1,02 m czas osiggniecia maksymalnej wartosci wydtuzyt sie do
t = 0,4539 s. Roznica miedzy czasem osiggniecia warto$ci maksymalnej dla xqg = 1,01 m
i g = 1,02 m wynosi okoto 0,06 s, co stanowi 13% czasu spadku. W celu zbadania tego
zjawiska, wykonaliémy dodatkowe obliczenia dla xq = 0,87...1, 02 m. Przebieg funkcji —F9(t)
dla tancuchéw z bardzo duzym rozwarciem przedstawia rysunek 6.9.

Wykres 6.9 pokazuje przebieg funkcji —FO(t) dla 2o = 0,87 m. Powyzej zo > 0,96 m
obserwujemy zmiane przebiegu tej funkcji w poréwnaniu do mniejszych wartosci xy. Dla
xo = 1,004 m pojawia sie drugie maksimum, ktore dla zy coraz blizszych L jest coraz wiek-
sze. W szczegdlnosci dla zyp > 1,014 m maksimum to jest wigksze od pierwszego maksimum
lokalnego i tym samym staje siec maksimum globalnym. W tym momencie pojawia si¢ zatem
nieciagtoé¢ w wykresie 6.8 prezentujacym zalezno$é maksymalnej sity —F9(t) od xq. Widzi-
my, ze warto$¢ zo = 0,96 m, powyzej ktorej nastapita zmiana przebiegu sity —F9(t) jest

wartoscia dla ktérej FO(01) osiagga minimum (rysunek 6.5).
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Rysunek 6.9: Pozioma sktadowa sity —Fxo (t) wyrazona w jednostkach Mg dla tancuchéw z poczat-
kowa odlegtoscig miedzy koncami xg = 0,87, 0,97, 1,004, 1,014, 1,018, 1,02 m. Wykresy pokazuja
zmiane wypuklosci funkcji dla tancuchéw pomiedzy zg = 0,97 m i zg = 1,004 m. Podobny efekt

obserwujemy na rysunku 6.7.

6.3.2. Analiza sity pionowej w punkcie wsparcia podczas spadku tancucha

Podobnie jak dla sktadowej poziomej sity dzialajacej na punkt wsparcia tancucha, sprawdzi-
my, jak wyglada zalezno$¢ maksymalnych wartosci pionowej sktadowej sity podczas spadku.
Rezultaty obliczen przedstawiajg wykresy 6.10.

Na wykresie 6.10 A) widzimy, ze dla tancuchéw o matym xy wartosé pionowej sktadowej
przyspieszenia jest najwicksza. Maksymalng wartos¢ odnotowalismy dla zy = 0,1 m i wynosi
ona 41,6177 Mg. Jest to zgodne z teoria, poniewaz dla tancucha zlozonego Ff dazy do
nieskonczonosci, gdy potozenie srodka masy zbliza si¢ do minimalnego potozenia. Pokazane

to zostalo w paragrafie 6.1. Wartos¢ minimalna sity rowna 2,0982 Mg wypada dla xy =
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Rysunek 6.10: Maksymalne wartosci sily pionowej w punkcie wsparcia O, w zaleznosci od xg.
Rysunek A) pokazuje warto$ci maksymalne pionowej skladowej sity Fyo w jednostkach Mg. Ry-
sunek B) pokazuje czas, dla ktérego wystapilo maksimum. Wyniki otrzymano numerycznie dla
tancuchéw, ktorych poczatkowy dystans pomiedzy koncami wynosit g = 0,1...1,02 m ze skokiem
0,01 m (punkty polaczone przerywana linia). Dla xy < 0,1 m narysowane zostaly teoretyczne wy-
niki. Wykresy przedstawione tutaj odpowiadaja wynikom eksperymentéw przeprowadzonych przez

Géminarda i Vanela w pracy [15] (Fig. 4 and Fig. 3).

0,86 m (zg = 0,8431L). Dla x5 > 0,86 m maksymalna wartosé¢ sity ro$nie bardzo powoli,
a od o = 0,97 m funkcja ros$nie gwattownie. Analizujac wykres 6.10 B) przedstawiajacy
czas, w ktorym sita osigga wartos¢ maksymalng, widzimy ze przy xo = 0,97 m pojawia
sie niecigglosé¢. Szczegdtowa analiza pokazata podobny rezultat jak w przypadku poziomej
sktadowej przyspieszenia. Rysunek 6.11 pokazuje, ze dla zp = 0,97 m pojawia sie drugie
maksimum lokalne, ktére wraz ze wzrostem z( staje sie globalnym maksimum funkcji Fyo (t).
Drugie maksimum staje sie wieksze od pierwszego juz dla xo = 0,98 m i dodatkowo dla
xg > 1 m (xg > 0,9804L) pierwsze maksimum zanika. Warto$¢ xq, dla ktdrej pojawia sie
nieciaglto$¢ wydaje sie nieprzypadkowa i powigzac ja mozna z warto$cia minimalng poziomej
sktadowej sity F2(0%) przy rozpoczeciu spadku. Podobne zjawisko wystepowalo dla sity

poziomej opisanej w poprzednim paragrafie.
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Rysunek 6.11: Pionowa skladowa sity —F?(t) wyrazona w jednostkach Mg dla lancuchéw z
poczatkows odlegtoscia miedzy koncami zg = 0,87, 0,96, 0,98, 1,00, 1,012, 1,02 m. Wykresy
pokazuja, ze dla xo = 0,98 m pojawiaja sie dwa lokalne maksima. Podobny efekt obserwujemy na

rysunku 6.7.

6.4. Podsumowanie

Biorac pod uwage zaréwno pozioma jak i pionowa sktadowa przyspieszenia srodka masy
widzimy, ze poczatkowa wartos¢ tych sktadowych, w szczegdlnosci sktadowej poziomej, ma
znaczacy wpltyw na dalszy przebieg przyspieszen w czasie spadku. W chwili poczatkowej,
przy braku predkosci, przyspieszenia zalezne sa wytacznie od ksztattu wiszacego tancucha.
Precyzyjne obliczenia numeryczne pokazaly, ze zmiana dynamiki tancucha dla z( bliskich L
wynika ze zmiany ksztaltu (krzywizny) krzywej tancuchowej, ktéry ma wplyw na rozktad

przyspieszen i tym samym sit w chwili poczatkowej spadku. Efekt ten widoczny jest rowniez



6.4. Podsumowanie 123

na rysunku 6.6 wyjasniajacym problem maksymalnego rozciggniecia tancucha do pozycji po-
ziomej. Dla tancucha z zy = 0,94L wartos$¢ przyspieszenia srodka masy w chwili rozpoczecia
spadku jest najmniejsza. Analiza sit dziatajacych na punkt wsparcia tancucha podczas spad-
ku pokazata, ze dla tanicuchow z xg > 0,94 L nastepuje zmiana ksztaltu funkcji opisujacej te
sity. Widzimy réwniez, ze te wyniki powiazane sa z rezultatami obserwowanymi w rozdziale

5 przy analizie przyspieszen konca tancucha dla zo — L.



Rozdziat 7

Strzat z bicza

7.1. Wstep

Zagadnienie strzatu z bicza byto pierwszym zagadnieniem dotyczacym tematyki lin i tancu-
chéw, ktérym sie zajeliSmy. Prace nad problemem przyspieszen pojawiajacych sie w porusza-
jacych sie linach rozpoczeliémy od analizy pracy [1, 17] dotyczacych problemu strzatu z bicza.
W pracach tych autorzy opisali przypadek bicza o przekroju zwezajacym si¢ w kierunku kon-
ca bicza, przedstawili réwnaniu ruchu opisujace ten bicz i przeprowadzili symulacje strzatu
z bicza. W symulacji autorzy przyjeli, ze bicz uformowany jest poczatkowo w ksztalt petli,
ktéra porusza sie w kierunku konca bicza. Autorzy wyjasnili mechanizm dziatania strza-
tu z bicza i przedstawili wyniki potwierdzajace teorie. Predkos¢ i przyspieszenie jakiemu
poddawany jest koniec bicza, byty dla nas inspiracjg do gtebszej analizy zjawiska. Przepro-
wadziliSmy podobne obliczenia dla prostego bicza, ktorego czoto poruszato sie poczatkowo z
zadang predkodcia, a koniec ciggniety byt w przeciwnym kierunku ze staltym przyspieszeniem.
Wyniki tej analizy zostaly opublikowane w pracach [77, 49]. W tym rozdziale przedstawimy
podobng analize, rozszerzong o nowe eksperymenty. Zanim jednak przejdziemy do tej czedci,

przypomnimy histori¢ tego zagadnienia, podobnie jak uczynili to autorzy pracy [16].

124
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7.1.1. Historia problemu

Na poczatku XX wieku, stosujac naukowe metody, zaczeto zastanawiaé¢ sie, skad bierze sie
trzask wydawany przez bicz. Hipoteze, ze trzask z bicza jest akustycznym dowodem na prze-
kroczenie przez jego koniec predkosci dzwigku przedstawil w 1905 roku Otto Lummer [78].
Inspiracjg dla Lummera byly stynne doswiadczenia Ernesta Macha i Petera Salchera, ktorzy
stosujac metode fotografii cieniowej wykonali pierwsze zdjecia fali uderzeniowej wytwarza-
nej przez pocisk poruszajacy sie z predkoscia ponaddzwiekowa. Hipoteza Lummera spotkata
si¢ z niedowierzaniem. Niestety, w czasach Lummera nie byto jeszcze mozliwosci wykonania
filmu przedstawiajacego koniec bicza poruszajacy sie z tak duzag predkoscia. Pierwszy taki
film wykonal Carriére w 1927 roku. W ten sposéb potwierdzona zostata hipoteza, ze koniec

bicza osiaga predkosci ponaddzwiekowe.

7.1.2. Doswiadczenia

Ostatnie, najbardziej precyzyjne obserwacje kolejnych faz ruchu bicza wykonane zostaty w
1998 roku przez Krehla, Engemanna i Schwenkela i zaprezentowane w pracy [16]. Uktad
doswiadczalny, jaki zostat zbudowany w celu rejestracji fali uderzeniowej wytworzonej przez
koniec bicza tancucha, byt bardzo ztozony. Bicz o$wietlany byt laserem impulsowym o mocy
25 W. Czestosé impulsow wynosita 9 kH z a ich czas trwania 20 ns. Moc w jednym impulsie
wynosita 200 kW. Wiazke lasera ogniskowano na przestonie z malym, kolistym otworem.
W efekcie otrzymywano niemal punktowe, impulsowe Zrodto swiatta, réwnomiernie oswie-
tlajace ekran, przed ktérym w malej odlegtosci poruszal sie koniec bicza. Szybka, cyfrowa
kamera filmowala bicz poprzez male zwierciadto umieszczone blisko przestony z otworem.
Obserwacja bicza odbywata sie wiec niemal z miejsca, w ktérym umieszczone byto zrodto
swiatta. Dzieki temu, mozliwe byto sfotografowanie cienia obserwowanego obiektu. Kamera
zapisywata kolejne obrazy z czestoscia 9 kH z. Obrazy z przetwornika kamery przekazywane
byly do bufora mogacego pomieséci¢ 1024 obrazéw. Przy zapelnionym buforze wpisanie no-

wego obrazu powodowalto usuniecie najstarszego. Wpisywanie kolejnych obrazow przerywat
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trzask bicza. W ten sposob, po przerwaniu rejestracji, w buforze znajdowaty si¢ obrazy z
interwatu czasowego obejmujacego pojawienie si¢ fali uderzeniowej. Na kolejnych klatkach
filmu, précz samego bicza obserwujemy jego cien i cien fali uderzeniowej. Z otrzymanych ob-
razoOw mozna zrekonstruowac¢ ksztaltt i potozenie konca bicza w krytycznym momencie, tuz
przed i tuz po uzyskaniu przez niego maksymalnej predkosci. Analiza tych danych pozwolita
autorom doswiadczenia znalez¢é wspotrzedne konca bicza w przestrzeni, w rowno od siebie
odlegtych chwilach czasu, wyznaczonych przez rytm impulsowego zrodta swiatta. Z danych
otrzymanych w doswiadczeniu mozna byto odczytaé predkosé poruszajacego sie kornica bicza.
Maksymalna predkosé¢, ktéra osiggal koniec bicza wynosita okoto 750 m/s, przeszto dwu-
krotnie przekraczat predkosé dzwigku. Jeszcze bardziej spektakularny wynik data analiza
przyspieszenia, jakiemu koniec ten podlegal. W konicowym etapie przyspieszania, trwajacym
blisko 850 us, predko$é wzrastala od 340 m/s do 750 m/s. Przyspieszenie wynosito wiec
prawie 50000¢g. Poddanie konca rzemienia przyspieszeniu wynoszacemu 50000¢g oznacza, ze
jego fragment o masie 1073 kg odrywany jest silg, jakiej trzeba uzy¢, by podnie$é przedmiot
o masie 50 kg. Zwykly rzemien nie ma z pewnoscia takiej wytrzymatosci, powinien wiec
ulec zerwaniu. Proste do$wiadczenie z rzemieniem potwierdza ten fakt. Po kilku strzatach
wyraznie widac, ze koniec bicza ulegl zniszczeniu. Zdjecie konca rzemienia, po wykonaniu

kilka strzaléw przedstawia rysunek w pracy [77].

7.2. Model analityczny bicza

Analize dynamiki bicza zaczniemy od znalezienia rozwigzania analitycznego dla tego zagad-
nienia. Przyjmujemy, ze bicz jest idealnie wiotkim, nierozciagliwym i jednorodnym rzemie-
niem. Zatézmy, ze mamy wyidealizowana sytuacje, w ktorej wyprostowany rzemien porusza
sie w przestrzeni, bez pola grawitacyjnego, ruchem jednostajnym. W pewnej chwili zostaje
on wyhamowany poprzez uchwycenie i zamocowanie jego poczatku do podpory. Od tego

momentu bedziemy badac¢ jego ruch. Dla takiej sytuacji mozemy przeprowadzi¢ konstrukcje
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modelu analitycznego analogicznie jak w przypadku modelu liny spadajacej w polu grawita-
cyjnym 4.1.

Zaktadamy, ze rzemien bedzie jednorodng cienkg ling o dtugosci L i masie M, utozong
poziomo i zaczepiong do nieruchomej podpory O. Mozemy przyjaé, ze drugi swobodny koniec
znajduje sie w punkcie P. W chwili poczatkowej lina porusza sie ze stata predkoscia vy w
kierunku poziomym. Podczas tego ruchu, czes¢ liny zatrzymuje sie. Obserwujemy wiec czesé
liny, ktora jest w ruchu i czes¢ nieruchoma. Czesci te potaczone sg w pewnym punkcie. Ruch
takiej liny opisa¢ mozna za pomocg zmiennej h, okreslajacej odlegtosé konca czesci ruchomej
od pozycji poczatkowej P. Przy tak przyjetej definicji modelu, zmienna h € [0, 2L]. Schemat
tego modelu pokazuje rysunek 7.1. Podobny model dotyczacy bicza zaprezentowany zostat

w pracy [16].

Rysunek 7.1: Analityczny model bicza. Na rysunku przedstawiony zostal schemat bicza podczas
lotu. Catkowicie rozciagniety rzemienn poczatkowo poruszal sie w poziomie z predkoscia vg. Jego
koniec zostal zatrzymany i zaczepiony w punkcie O. W tym momencie swobodny koniec rzemienia
znajdowal sie w punkcie P. Dystans jaki przebyl koniec rzemienia od punktu P oznaczony zostatl
przez zmienng h. Podczas lotu, cze$¢ nieruchoma wydluza sie zgodnie ze wzorem h/2, cze$é ruchoma

ulega skréceniu i jej dlugo$é wynosi L — h/2.

Dla tak zdefiniowanego modelu bicza réwnania ruchu wyznaczy¢é mozna w oparciu o
zasade zachowania energii. W tym przypadku energia potencjalna nie wystepuje i catkowita

energia rowna jest energii kinetycznej w uktadzie. Poréwnanie energii kinetycznej bicza dla
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h = 0 z energia kinetyczna dla h > 0 prowadzi do nastepujacego réwnania:

1

Uyt = CL= M (1)
2

4L ’

(7.1)

gdzie v, (h) oznacza predkosé korica bicza po przebyciu dystansu h. Z powyzszej zaleznosci
wyznaczy¢ mozna predko$é bicza oznaczona przez v, (h) i przyspieszenie a,(h) wyrazone
jako funkcje zmiennej h. Dodatkowo wyznaczymy funkcje t,,(h) opisujaca zaleznos$é czasu

lotu konca rzemienia od przebytej drogi. Mozliwe bedzie zatem przedstawienie wynikow w

[ 2L
Uw(h) = 2L . hv[)v

zaleznosci od czasu:

Lv?
) = 5L~ e (7.2)
h ds 41, — \/5(2[/ _ h)3/2L—1/2
tw(h) :O/Uw(h) = o ,

Funkcje v, i a,, sa nieciagte, gdy h — 2L, i w tym przypadku ich wartosci ro$na do nie-
skonczonosci. Podobny efekt wystepowatl w przypadku modelu spadajacej liny omawianego
w czesci 4.1. Widzimy zatem, ze osiagniecie duzych predkosci przez koniec rzemienia jest

teoretycznie mozliwe.

7.2.1. Symulacja strzatu z bicza idealnego

Sprawdzimy, czy podobne rezultaty otrzymamy rozwigzujac rownania ruchu dla modelu dys-
kretnego i jaka jest zbieznos¢ wynikow z wynikami uzyskanymi analitycznie. W tym celu
przeprowadzimy prosta symulacje poréwnawcza stosujac rownania ruchu dla uktadu pretéw
(2.56). Rzemien reprezentowaé bedzie lina dyskretna o dtugosci L = 1 m o masie M = 0,1 kg,
sktadajaca sie z n = 400 segmentow. Rzemien jest idealnie wiotki, wiec wspotczynniki spre-
zystosci k = 0 i tlumienia » = 0. Rzemien poruszaé sie bedzie w przestrzeni bez grawitacji
(g = 0) z predkoscia poczatkowa vy = 10 m/s. Wartosci te sa realistyczne, wyznaczone na
podstawie prostych pomiaréw. Dla tak przyjetych parametréw, czas lotu do chwili osiagnie-

cia catkowitego zatrzymania wynosi¢ bedzie t,,(L) = 2/15 s =~ 0,1333 s. Wyniki symulacji
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poréwnane z analitycznymi przedstawia rysunek 7.2.
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Rysunek 7.2: Predko$¢ i przyspieszenie konca bicza idealnego. Wykres A) przedstawia predkosé,
wykres B) przyspieszenie konca bicza wyznaczone z modelu analitycznego oraz w prostej symulacji
bicza. Wyniki analityczne vy, (t) i a,,(t) przedstawia czerwona linia, rezultaty numeryczne narysowa-
ne sa linia czarng. W obliczeniach przyjeto, ze dtugosé rzemienia wynosi L = 1 m, masa M = 0,1 kg

a predko$é poczatkowa rzemienia vy = 10 m/s.

Rysunek 7.2 pokazuje duza zgodnos$¢ wynikéw otrzymanych w obliczeniach analitycznych
i numerycznych. Maksymalna predkosé uzyskana w symulacji wynosi v,,q, = 204,4911 m/s
w czasie 0, 13297 s. Z gwaltownym wzrostem predkosci zwiazany jest réwniez wzrost przy-
spieszenia, ktére osiaga tu wielko$¢ @nee = 6 x 105 m/s?. Jeszcze wicksze przyspieszenia
obserwujemy po chwili osiagniecia maksymalnej predkosci, gdy koniec rzemienia zaczyna
wyhamowywac.

Wyjasnienie przyczyn gwaltownego wzrostu predkosci w ostatniej fazie jest podobne do
tego, ktore przedstawiliSmy dla spadajgcego tancucha w czesci 4.1.1. Z pewnym przyblize-
niem mozemy powiedzie¢, ze wzrost predkosci konca rzemienia, to wynik dziatania prawa
zachowania energii. Mozemy to zobrazowac, pokazujac jak w kolejnych fazach ruchu zmienia
sie roztozenie energii kinetycznej rzemienia pomiedzy jego segmenty. W przypadku modelu

ciagtego dla spadajacej liny, pokazalidmy to korzystajac z funkcji ©(s) wyrazonej przez wzor
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(4.11). W modelu dyskretnym dtugosé tuku s reprezentowana jest przez segmenty tanicucha.
Gdy s € ((i — 1)l,dl), przy | = L/n, woéwczas w modelu dyskretnym s wskazuje i-ty seg-
ment. Gestosé energii kinetycznej O(s) okreslona jest jako stosunek energii kinetycznej 7'(s)

segmentu wskazanego przez s do dtugosci segmentu [ = L/n:

(7.3)

Przy tak przyjetej definicji, funkcja ©(s) jest niezalezna od parametru dyskretyzacji n. Ry-

sunek 7.3 przedstawia gesto$é¢ energii w rzemieniu w kilku wybranych chwilach.
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Rysunek 7.3: Gestos¢ energii kinetycznej w rzemieniu w kolejnych fazach jego ruchu. W kolejnych
chwilach, w ktérych koniec rzemienia osiagga maksymalna predkosé, niemal cata energia kinetyczna
zostaje zlokalizowana w jego ostatnim fragmencie. W obliczeniach przyjeto, ze dlugos¢ rzemienia

wynosi L =1 m, masa M = 0,1 kg a predko$é¢ poczatkowa rzemienia vy = 10 m/s.

Rysunek 7.3 pokazuje, ze podczas lotu rzemienia, jego energia kinetyczna, ktérej suma-
ryczna warto$¢ musi pozostawac stata, skupiona jest w coraz krétszej ruchomej czesci. Ge-
stos¢ liniowa energii wttoczonej w koncowy fragment rzemienia ro$nie a w efekcie predkosé

ostatnich fragmentéw rzemienia osiaga coraz wyzsze wartosci.
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Predko$¢ osiagnieta w opisywanym wyzej eksperymencie jest catkiem duza, mimo ze
parametry przyjete w symulacji nie byty dobrane ekstremalnie. Mamy tu jednak do czynienia
z sytuacja idealng. W rzeczywistosci duza role odgrywa sprezystos$é, rozciggliwosé rzemienia
oraz wewnetrzne tarcie lepkie spowalniajgce ruch rzemienia. Mimo, ze predko$¢ osiggana
tutaj jest duza, to jednak predko$é¢ dzwieku ¢ ~ 340 m/s nie zostala osiagnieta. Mozna
sie zastanowic¢, jakie parametry symulacji nalezatoby zmieni¢, aby taka predkosé osiagnaé.
Zaréwno analityczne jak i dyskretne réwnania ruchu mozna skalowaé¢. Daje to mozliwosé
oszacowania wynikéw symulacji po zmianie parametrow takich jak dtugosci rzemienia L czy
jego predkosci poczatkowej vy na podstawie znanych juz wynikéw. Z réwnan (7.2) wynika,
ze najprostszym sposobem uzyskania wiekszej predkosci konca jest zwiekszenie predkosci
poczatkowej vg. Predkos¢ poczatkowa 0y, dla ktorej koniec bicza, przy niezmienionych innych
parametrach symulacji, osiggnie predkos¢ dzwieku obliczyé mozna z prostej zaleznodci:

c

’LAJQ = Vo. (74)

Uma:p

Przyjmujac dane wyznaczone w opisywanej powyzej symulacji, wyliczy¢ mozna, ze predkosé
poczatkowa, dla ktorej osiagnieta zostanie predkosé dzwieku wynosi 0y = 16, 6266 m/s. Czas,
po ktorym rzemien osiggnie maksymalne potozenie h = 2L obliczy¢ mozna w nastepujacy
sposdb:

4L

tu(2L) = 2 (7.5)

Przyjmujac w obliczeniach jako predkos$¢ poczatkowa 0y = 16,6266 m/s, czas lotu skréci
sie do t,(2L) = 0,08019 s w poréwnaniu z wzorcowa symulacja. Obliczenia potwierdza-
ja wyniki tej ilosciowej analizy. Przy tych warunkach poczatkowych, maksymalna predkosé
bicza wyniosta 338,4075 m/s i osiagnieta zostala w czasie zblizonym do przewidywanego
t =0,080164 s. Ze wzoru (7.5) wynika réwniez, ze zmiana dtugosci rzemienia nie wplynie na
predkosé osiagana przez bicz. Zmiana dtugosci rzemienia wydtuzy lub skroci proporcjonalnie
czas lotu co powoduje, ze predko$¢ pozostanie bez zmian. Wyniki symulacji rowniez potwier-
dzity te przewidywania teoretyczne. Widzimy zatem, ze osiagniecie predkosci dzwigku przy

pomocy takiego modelu nie jest wcale tatwe, gdyz predkosé¢ poczatkowa, ktéra potrzebna
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jest do osiagniecia tak duzej predkosci wcale nie jest mata. W rzeczywistosci osiagniecie ta-
kiej predkosci poczatkowej wymaga duzego wysitku lub wydtuzenia rekojesci do ponad 2 m.
Zatem strzal z rzeczywistego bicza wymagaé bedzie zastosowania innych technik. Zanim
zajmiemy sie opisem technik, wrocimy do zagadnienia spadku liny i predkosci, jakie moze

osiggnac¢ spadajaca lina.

7.2.2. Predko$c¢ spadajacej liny

Zastanowimy sie, przy jakich warunkach koniec spadajacej liny moze osiagna¢ predkosé
dzwieku. Z rownan analitycznych widzimy, ze zwiekszenie wartosci przyspieszenia ziemskiego
spowoduje wzrost predkosci spadajacej liny. To oczywiscie nie wchodzi w rachube. Okazuje
sie jednak, ze w przeciwienstwie do modelu analitycznego bicza, zwiekszenie dtugosci liny
ma wptyw na predkosci osiagane przez ling podczas spadku. Zachodzi tu proste prawo ska-
lowania. Przyjmujemy, ze znamy warto$¢ maksymalnej predkosci v,,4, 1 czas jej osiggniecia
tmae dla liny o dtugosci L. Jezeli nie zmienimy parametru dyskretyzacji n i zmienimy dtugosé

taricucha na L, wéwczas zachodza zwiazki:

Amax = Umazx ) Ltmax - tmax s 7.6
b =t /x i

gdzie Dpqe 0znaczaja maksymalng predko$é, f,q. oznacza czas, w ktérym osiagnieto mak-

| &
|

symalng predkos¢ dla tancucha o diugosci L. Dla przyktadu, dla spadajacego tancucha
opisywanego w paragrafie 4.3.1 predkos¢ maksymalna i odpowiadajacy jej czas wynosity
Umaz = 36,6867 m/s 1 tye. = 0,3819 s. Ze wzordéw (7.6) wynika, ze dla tej samej sy-
mulacji ze zmieniona dtugoscia tancucha L =2m, maksymalna predko$é¢ wynosi¢ bedzie
Omaz = 51,8828 m/s i osiagnieta zostanie w chwili trmaz = 0,54009 s. Symulacje przepro-
wadzone dla tego przypadku pokazuja duzg zgodnos¢ rezultatow z przewidywaniami. W
symulacji otrzymali$émy 0,,,, = 51,8341 m/s i tmae = 0,5401 s. Zastosowanie praw skalo-
wania do spadku tancucha pokazuje, ze w tej symulacji, koniec tancucha osiagnie predkosé¢
dzwigku dla tancucha o dtugosci L ~ 86 m.

Zwiazek spadku liny (lanicucha) ze strzatem z bicza jest prosty. Mozemy sobie wyobrazi¢
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spadek liny w uktadzie, w ktérym punkt zaczepienia liny porusza sie z przyspieszeniem g
skierowanym w przeciwnym kierunku do sity grawitacji. Mowiac inaczej, bedziemy ciagnac
poczatek tancucha ze stalym przyspieszeniem g w przestrzeni bez pola grawitacyjnego. Dziala
tutaj zasada réwnowaznosci Einsteina. Efekt ten ujawniaja tez réwnania rézniczkowe (2.5.2),
w ktorych widzimy, ze czltony zwigzane z grawitacja i ruchem punktu wsparcia maja taka
sama postac¢. Podobne analogie opisane zostaly w pracy [79].

W przypadku bicza, nadanie statego przyspieszenia rekojesci bicza (w punkcie O) odpo-
wiada¢ bedzie spadkowi tancucha w polu grawitacyjnym. Zatem wprowadzenie ruchu rekoje-
Sci umozliwi uzyskanie wigkszych predkosci wynikajacych z praw dynamiki, ponadto zwigk-
szenie dtugosci rzemienia bedzie miato réwniez wplyw na osiagniecie wiekszych predkosci
konca bicza. Zasada ta zostata naturalnie wprowadzona w zycie. W dalszej czesci opiszemy

najprostsze techniki strzatu z bicza i odpowiadajace im warunki poczatkowe.

7.3. Strzat z bicza prostego

7.3.1. Budowa bicza i techniki strzatu

W tej czesci opiszemy budowe najprostszego bicza, ktory w polskiej tradycji nazywany jest
batem. Bicz prosty stanowié¢ bedzie rzemien zbudowany z waskiego pasa skéry, zamocowa-
ny do dlugiego sztywnego trzonka. Budowa takiego bicza moze by¢ zatem bardzo dobrze
przyblizona przez réwnania opisujace potaczone prety. W przypadku symulacji realnego rze-
mienia, w rownaniach ruchu uwzgledni¢ nalezy sprezysto$é¢ rzemienia a takze wewnetrzne
ttumienie. Problem dynamiki bicza rozumie¢ bedziemy jako problem ruchu liny, ktorej jeden
z koncoéw pozostaje swobodny, a drugi porusza sie z sposob okreslony przez eksperymenta-
tora. Najprostsza technika strzelania z bicza prostego jest ruch rekojescia wstecz, po ktorym
nastepuje, wykonana w odpowiednim momencie, zmiana kierunku ruchu i jego silne przy-
spieszenie. Zalézmy, ze po pierwszej fazie ruchu uzyskujemy stan, w ktéorym wyprostowany
rzemien porusza si¢ ruchem jednostajnym. Przyjmijmy teraz, ze po niewielkim przesunieciu

w dot rekojesci wprawimy ja w jednostajnie przyspieszony ruch w kierunku przeciwnym.
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Schemat tej techniki przedstawia rysunek 7.4.

A) B)

Rysunek 7.4: Technika strzalu z bicza prostego. A) W pierwszym etapie ruch rekojesci wypro-
stowuje rzemien i nadaje mu predkos$é poczatkowa. B) W drugim etapie nastepuje gwaltowny ruch

rekojescig w kierunku przeciwnym do kierunku lotu rzemienia.

7.3.2. Warunki poczatkowe dla wybranej techniki strzatu z bicza

Odpowiadajace tej sytuacji warunki poczatkowe ruchu opisa¢ mozemy nastepujaco. Wypro-
stowany rzemien poruszajacy sie ruchem jednostajnym z predkoscig vy zostaje owiniety wokot
bloczka o promieniu R, poruszajacego sie z predkoscia vp/2 a jego poczatek zostaje zamo-
cowany do rekojesci w punkcie O. Symulacje rozpoczynamy wiec od momentu, w ktérym
ruchomy bloczek zostaje usuniety a rekojesé, do ktérej przymocowano poczatek rzemienia,
rozpoczyna ruch jednostajnie przyspieszony w kierunku przeciwnym do kierunku ruch rze-

mienia z przyspieszeniem réwnym a®. Sytuacja ta przedstawiona zostata na rysunku 7.5.
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Rysunek 7.5: Warunki poczatkowe ruchu bicza prostego. Na rysunku przedstawiono sens fizyczny
warunkéw poczatkowych uzytych w symulacjach numerycznych. Wyprostowany rzemien porusza-
jacy sie ruchem jednostajnym z predkoscia vy zostaje owiniety wokdt bloczka o promieniu R po-

ruszajacego sie z predkoscia vg/2 i zamocowany do rekojesci w punkcie O. W chwili poczatkowej

rekojeéé zaczyna poruszaé sie w przeciwnym kierunku do ruchu rzemienia z przyspieszeniem a©.

7.3.3. Symulacje strzatu z bicza

Przypadek a° =0

W symulacji przyjmiemy realistyczne wartosci opisujace ruch bicza. Dtugos¢é rzemienia wy-
nosi¢ bedzie L = 2 m, jego predkoéé poczatkowa vy = 10 m/s?, a przyspieszenie rekojedci
a® = 200 m/s*. Mozemy réwniez przyjaé, ze ruch odbywaé sie bedzie bez udziatu pola
grawitacyjnego. Zaltozenie to nie ma praktycznie wpltywu na przebieg symulacji ze wzgledu
na krotki czas symulacji. Zostato to potwierdzone w eksperymentach numerycznych. Jako
parametr dyskretyzacji przyjmiemy n = 400. Zanim przedstawimy wyniki symulacji od-
wzorowujacej przypadek rzeczywisty, przyjrzymy sie jaki wplyw na dynamike bicza maja
poszczegolne parametry modelu. Na poczatku wykonaliémy podobny eksperyment jak w pa-
ragrafie 7.2.1 dla przypadku prostego bicza (L =2 m, M = 0,1 kg, vy = 10 m/s, n = 400,
a® =0,g9g=0,7=0, k=0), z poczatkowym ksztaltem rzemienia takim jak na rysunku 7.5
z R =0,1 m. Na rysunku 7.6 prezentujemy ksztalt bicza w kolejnych fazach lotu.
Obliczenia pokazalty, ze w tym przypadku maksymalna predkos¢ konca rzemienia wynosi

Umaz = 204,6929 m/s i osiagnieta zostala w chwili ., = 0,2403 s. Predko$¢ maksymalna
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Rysunek 7.6: Symulacja ruchu rzemienia idealnego z zadana predkoscia poczatkowa vg = 10 m/s.
W symulacji przyjeliSmy poczatkowy ksztalt rzemienia taki jak na rysunku 7.5 (R = 0,1 m), przy
czym rekojesé przez caly czas pozostaje nieruchoma. W obliczeniach przyjeto, ze dlugos¢ rzemienia
wynosi L = 2 m, masa M = 0,1 kg, parametr dyskretyzacji n = 400. Segmenty potaczone sa
zlaczami bez sprezystosci (k = 0) i dyssypacji (r = 0). Fazy ruchu rzemienia pokazano w odstepach
0,002 s. Ksztalt rzemienia, dla ktérego osiagnieto maksymalna predko$é¢ zaznaczono z kolorze

Cczerwonym.

uzyskana w tej symulacji jest zblizona do tej w symulacji wzorcowej 7.2.1, jednak czas jej
osiggniecia skrocit sie nieznacznie w poréwnania do czasu t,,., = 0,2666 s, przewidywanego
zgodnie ze wzorem (7.5). Wynika to z przyjetego ksztaltu poczatkowego bicza. Czesé lecaca
jest krotsza i czas lotu jest tez krotszy. Widzimy zatem, ze przy tak przyjetych warunkach
poczatkowych wyniki symulacji sg dobrze przyblizone przez rozwigzanie analityczne. Pred-
ko$¢ maksymalna osiggnieta w tej symulacji, zgodnie z przewidywaniami, nie przekroczyta
predkosci dzwieku. Mamy dodatkowo wyniki, ktore bedziemy mogli poréwnac¢ z symulacjami

odpowiadajacymi rzeczywistej technice strzatu z bicza.

Przypadek a° > 0

Wykonamy symulacje podobna do tej omawianej powyzej z tym, ze uwzglednimy ruch re-

kojesci w kierunku przeciwnym do poczatkowego kierunku lotu rzemienia. Przyjmujemy, ze
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w chwili poczatkowej punkt zaczepienie O zaczyna poruszac¢ si¢ ruchem jednostajnie przy-
spieszonym z przyspieszeniem a® = 200 m/s?. Kolejne fazy ruchu rzemienia przedstawione

zostaly na rysunku 7.7.

0.5 | | | | | | |

y[m]

-0.5 : : : : : : :
2.0 1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
z[m]

Rysunek 7.7: Symulacja ruchu rzemienia idealnego z ruchoma rekojescia. W symulacji zastosowa-
no warunki poczatkowe przedstawione na rysunku 7.5 z R = 0,1 m. Bicz porusza sie poczatkowo
z predkoscia vg = 10 m/s a punkt zaczepienia bicza porusza sie¢ w kierunku przeciwnym z przy-
spieszeniem a® = 200 m/s%. W obliczeniach przyjeto, ze dtugosé rzemienia wynosi L = 2 m, masa
M = 0,1 kg, parametr dyskretyzacji n = 400. Segmenty polaczone sa zlaczami bez sprezysto-
$ci (k = 0) i dyssypacji (r = 0). Fazy ruchu rzemienia pokazano w odstepach 0,002 s. Ksztalt

rzemienia, dla ktérego osiagnieto maksymalng predkos$é¢ zaznaczono z kolorze czerwonym.

Dodanie do symulacji ruchu rekojesci spowodowato, ze predkosé osiagnieta przez koniec
rzemienia przekroczyla predkosé dzwigku. Wyniosta ona v, = 564, 8388 m/s i zostata osia-
gnieta w czasie réwnym &, = 0,11791 s. Warto réwniez zwroci¢ tu uwage, ze maksymalne
przyspieszenie, ktore w tej symulacji osiggnat koniec rzemienia siegneto 1,3 x 107 m/s?. Tak

wielkie przyspieszenie wydaje sie nierealne i wymaga weryfikacji.

Przypadek a® >0, k >0, 7 >0

W kolejnym eksperymencie uwzglednione zostaty parametry fizyczne rzemienia, ktérym od-

powiadaja sprezysto$¢ i tlumienie wewnetrzne wystepujace miedzy ztaczami segmentow w
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modelu liny. Dla rzeczywistego rzemienia, wartosci parametréw sprezystosci i ttumienia do-
braliSmy na podstawie symulacji spadku liny. Wykonalidémy szereg eksperymentéw spadku
réznych lin oraz odpowiadajacych im symulacji i na tej podstawie dobraliSmy wartosci para-
metréw sprezystosci i thumienia. Dla rzeczywistej liny, wartosci tych parametrow ustalilismy
na k = 10~! Nm a ttumienia r = 10~* Nms. Celem tego eksperymentu jest dobér bardziej
realistycznych parametrow i sprawdzenie, jak zmienia sie wyniki po wprowadzenie do réwnan

cztonéw opisujacych wlasciwosci rzemienia. Rezultaty tej symulacji przedstawia rysunek 7.8.
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Rysunek 7.8: Symulacja ruchu rzemienia rzeczywistego z ruchoma rekojesécia i uwzglednieniem
wladciwosci fizycznych rzemienia. W symulacji zastosowano warunki poczatkowe przedstawione na
rysunku 7.5 z R = 0, 1 m. Bicz porusza si¢ poczatkowo z predkoscia vg = 10 m/s a punkt zaczepienia
O porusza sie w kierunku przeciwnym z przyspieszeniem a® =200 m /s%. W obliczeniach przyjeto,
ze dlugosé rzemienia wynosi L = 2 m, masa M = 0,1 kg, parametr dyskretyzacji n = 400. Segmenty
polaczone sa zlgczami sprezysto-ttumionymiz k& = 107! Nmir = 10~* Nms. Fazy ruchu rzemienia
pokazano w odstepach 0,002 s w uktadzie, w ktérym punkt zaczepienia rzemienia jest nieruchomy.

Ksztalt rzemienia, dla ktérego osiagnieto maksymalna predkosé, zaznaczono w kolorze czerwonym.

Ksztatty bicza w poszczegdlnych chwilach, w obu symulacjach sg bardzo zblizone. Po-
mimo tego, maksymalna predkos¢ w symulacji uwzgledniajacej sprezystos$c i ttumienie ztacz
okazala sie znacznie mniejsza niz dla przypadku idealnie wiotkiego rzemienia. Maksymal-

na predkosé w tej symulacji wyniosta v,,,, = 408,4824 m/s i zostata osiagnieta w chwili
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tmaz = 0,11796 s. Uwzglednienie sprezystosci i ttumienia miedzy segmentami spowodowato
zredukowanie predkosci bicza o 30%, a przy tym czas osiggniecia maksimum prawie si¢ nie
zmienit. Maksymalna wartos¢ przyspieszenia réwniez uleglta zmniejszeniu w poréwnaniu do
poprzedniej symulacji i wyniosta @,,a, = 2,5 % 105 m/s%. Wykresy predkodci i przyspieszenia

dla tej symulacji przedstawia rysunek 7.9.
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Rysunek 7.9: Predko$¢ A) i przyspieszenie B) konca bicza prostego. Bicz poczatkowo porusza
sie z predkoscia vg = 10 m/s a punkt zaczepienia O przyspieszony jest w kierunku przeciwnym z
przyspieszeniem a® = 200 m/s?. W obliczeniach przyjeto, ze dtugosé rzemienia wynosi L = 2 m,
masa M = 0,1 kg, parametr dyskretyzacji n = 400. Segmenty polaczone sa zlaczami sprezysto-

ttumionymi z k = 107 Nmir =10"* Nms.

Z rysunku 7.9 wynika, iz przyspieszenie osigga wartosci rzedu 2,5 x 10°g. Jak wykazaly
do$wiadczenia, przyspieszenie korica bicza osigga wartosci rzedu 5 x 10g. Wyniki otrzymane
w eksperymencie numerycznym, nawet z uwzglednieniem sprezystos$ci i thumienia, sg nie-
realne. Wyjasni¢ to mozna analizujac, co dzieje sie w realnym doswiadczeniu. Tak wielkie
wartosci przyspieszenia sa wynikiem niefizycznego zatozenia, ze segmenty, z ktérych zbu-
dowany jest rzemien, sg nierozciggliwe. W realnych warunkach pojawienie si¢ zwigzanych z
tymi przyspieszeniami sit bezwladnosci powoduje chwilowe wydtuzenie rzemienia, wydtuze-

nie czasu trwania lotu i w efekcie redukcje wartosci przyspieszenia. Rozciggliwo$é rzemienia
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powinna zredukowac¢ wartos¢ maksymalnego przyspieszenia rozciggajac w czasie moment, w
ktorym on wystepuje. Dodatkowo zauwazy¢ mozna, ze predkos¢é maksymalna powinna by¢

bliska tej, ktorg obserwujemy w przypadku rzemienia nierozciggliwego.

7.4. Strzat z bicza australijskiego

Nawiazujac do prac Goriely’ego i McMillen’a, wykonamy obliczenia dla techniki strzatu z
bicza opisywanej w pracach [1, 17] i poréwnany uzyskane wyniki z wynikami otrzymanymi
dla bicza prostego. Prace wspomnianych autoréw bardzo doktadnie opisuja technike strzatu
z bicza australijskiego oraz odpowiadajace jej warunki poczatkowe. Nie bedziemy zatem
powtarzaé¢ calego toku rozumowania przeprowadzonego w tych pracach i zaprezentujemy
jedynie najwazniejsze punkty, istotne dla symulacji przeprowadzonych w dalszej czesci tego

rozdziatu. Zaczniemy od opisu bicza australijskiego i metod strzelania z tego rodzaju bicza.

7.4.1. Budowa bicza australijskiego

Bicz australijski jest znacznie bardziej ztozony od bicza prostego. Najistotniejsza jego czescig
jest jego ruchoma czes¢, ktérg dla prostoty nazywaé bedziemy rzemieniem. Rzemien bicza
australijskiego, sktada sie z trzech czesci o malejacej srednicy. Pierwsza, najgrubsza czesé
(thong) jest plecionka o przekroju kotowym wykonana z kawatkéw skéry kangura o ksztalcie
tréjkata. Kolejna czesé (fall) wykonana jest z pojedynczego rzemienia. Ostatnia czesé, naj-
ciefisza 1 najlzejsza (popper), to kawatek plastikowego sznurka. Malejaca érednica powoduje
zmniejszanie sie liniowej gestosci, co w analizie przeprowadzonej przez Goriely’ego i McMi-
len’a [17] ma istotne znaczenie. Do matematycznego opisu takiego bicza autorzy zastosowali
model sprezystego preta o malejacym przekroju. Model ten opracowany zostal na podstawie
pracy [20].

W analizowanej przez wspomnianych autorow technice strzatu, strzelajacy z bicza, po-
czatkowo wytwarza na nim petle poruszajaca si¢ w kierunku swobodnego korica bicza. W

odpowiedniej chwili gwattowny ruch rekojesci w kierunku przeciwnym, zaciska petle i nadaje
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jej dodatkowego przyspieszenia. Schemat tej techniki strzatu z bicza opisuje rysunek 7.10. Do

q°
®
0]

=g

Rysunek 7.10: Technika strzalu z bicza australijskiego. Strzelajacy z bicza formuje petle poru-

szajaca sie z predkoscia vy w kierunku swobodnego korica a nastepnie ciagnie za rekoje$é nadajac
o)

petli dodatkowego przyspieszenia a“ .
opisu warunkow poczatkowych ruchu petli zastosowaé¢ mozna réwnaniu wystepujace w teorii
fal solitonowych. Stan przedstawiajacy poczatkowy ruch rzemienia moze by¢ rozwigzaniem
réwnania opisujacego zaburzenie (petle) poruszajaca sie w nieskoriczonym precie sprezystym.
Réwnanie to, prowadzi do rownania opisujacego wahadto matematyczne, ktorego rozwiaza-
nie jest powszechnie znane. Ponizej podajemy postaé¢ rozwigzania zblizona do podanej w

pracy [17]:

o(s,t) = 4arctg<es_vv0t>. (7.7)

Funkcja ¢(s,t) jest funkcja dtugosci krzywej s i czasu t. Okresla ona kat nachylenia stycznej
do krzywej opisujacej ksztatt bicza w punkcie s do osi z. Predko$é¢ rozchodzenia sie fali
okreslona jest przez parametr vy a parametr v wplywa na wysokos$¢ fali (petli). Przy tych

zatozeniach, wysokosé¢ petli wynosi¢ bedzie 2.

7.4.2. Symulacje komputerowe

W naszych symulacjach uzyjemy tego samego modelu, co w przypadku bicza prostego, i
porownamy wyniki dla obu technik. Podobnie jak w przypadku bicza prostego, w naszych

doswiadczeniach numerycznych przyjelismy, ze dtugosé rzemienia wynosi L = 2 m, parametr
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dyskretyzacji n = 400, poczatkowa wysokosé¢ petli rowna jest 0,2 m, a jej poczatkowa pred-
kosé wynosi vy = 10 m/s. W tym doswiadczeniu zatozyliSmy, ze rzemien jest idealnie wiotki:
k=0ir=0. Pierwsze do$wiadczenie wykonalismy dla a® = 200 m/s?, takiego samego jak

dla bicza prostego. Fazy lotu bicza uzyskane w tej symulacji przedstawia rysunek 7.11.

0.5
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Rysunek 7.11: Symulacja ruchu bicza australijskiego o dlugoéci L = 2 m, z warunkami poczat-
kowymi vg = 10 m/s, v = L/20 i a® = 200 m/s>. Rysunek A) przedstawia kolejne fazy ruchu
w odstepach At = 0,003 s, w uktadzie, w ktérym punkt zaczepienia rzemienia jest nieruchomy.
Rysunek B) pokazuje szczegély ruchu konca bicza w ostatniej fazie lotu z At = 0,001 s. Ksztalt

rzemienia, dla ktérego osiggnieto maksymalna predkosé, zaznaczono w kolorze czerwonym.

Wynik do$wiadczenia pokazat, ze predkos¢é maksymalna konca takiego bicza jest znacznie
mniejsza od tej uzyskanej dla bicza prostego. Wynosita ona 77,581 m/s i uzyskana zostata
w czasie 0,0601 s. Réwniez przyspieszenie konca w tym przypadku byto znacznie mniejsze i
wynosito 8,19 x 10* m/s?. Dalsze eksperymenty pokazaly, ze wzrost predkosci poczatkowej
petli nie wptywa znaczaco na wzrost predkosci maksymalnej konca, gdyz petla rozwinie sie
catkowicie zanim zostanie przyspieszona. Wzrost predkosci konica bicza uzyska¢ mozna przez
wzrost przyspieszenia rekojesci a®. Jezeli jednak przyspieszenie bedzie zbyt duze, petla zaci-
$nie sie zbyt szybko, powodujac catkowite rozprostowanie rzemienia i nie dojdzie do strzatu.
W celu unikniecia tego efektu, wymagane jest wprowadzenie sprezystosci do modelu. Techni-

ka strzatu z bicza australijskiego wymaga wiec dobrania odpowiedniej predkosci poczatkowej
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petli i przyspieszenia tak, aby petla nie zacisneta sie zbyt mocno i caly czas poruszata sie
w kierunku konca bicza jednoczesnie przyspieszajac. Wykonalismy wiele eksperymentéw i
na ich podstawie dobraliémy parametry, dla ktérych koniec bicza pokona predkosé dzwieku.
Uzyskaliémy to dla rzemienia o sprezystosci k& = 107! Nm, dla ktérego poczatkowa pred-
ko$é¢ petli wynosita vy = 1 m/s a przyspieszenia rekojesci a® = 3200 m/s. Na rysunku 7.12

pokazane zostaly kolejne fazy ruchu takiego bicza.
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Rysunek 7.12: Symulacja ruchu bicza australijskiego o dlugoéci L = 2 m, sprezystosci k =
10~! Nm, z warunkami poczatkowymi vg = 1 m/s, v = L/20 i a® = 3200 m/s?. Rysunek A)
przedstawia kolejne fazy ruchu w odstepach At = 0,001 s, w uktadzie, w ktérym punkt zaczepienia
rzemienia jest nieruchomy. Rysunek B) pokazuje szczegdly ruchu korica bicza w ostatniej fazie lotu
z At = 0,0002 s. Ksztalt rzemienia, dla ktérego osiggnieto maksymalng predko$é zaznaczono z

kolorze czerwonym.

W symulacji przedstawionej na rysunku 7.12 maksymalna predkosé¢ wyniosta v, =
368,884 m/s i osiagnieta zostata w czasie t = 0,01987 s. W chwili tej maksymalne przy-
spieszenie wyniosto @,,a, = 3 x 10% m/s?. Rysunek 7.13 przedstawia wykresy predkosci i
przyspieszenia uzyskane podczas tej symulacji. Widzimy, ze w tej symulacji otrzymalismy
podobne rezultaty do wynikéw otrzymanych dla bicza prostego. Po tych eksperymentach
mozna stwierdzi¢, ze technika strzatu z bicza australijskiego jest znacznie bardziej wyma-

gajaca. Zasada dzialania tej techniki jest rézna od tej dla bicza prostego. Na rysunku 7.12
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Rysunek 7.13: Predko$é A) i przyspieszenie B) konca bicza australijskiego. Petla o wysokosci
0,2 m poczatkowo poruszala sie z predkoscia vg = 1 m/s a punkt zaczepienia bicza poruszal sie z
przyspieszeniem a® = 3200 m/s?. W obliczeniach przyjeto, ze dtugo$é rzemienia wynosi L = 2 m,
masa M = 0,1 kg, parametr dyskretyzacji n = 400. Segmenty polaczone sa ztaczami o sprezystosci
kE=10"! Nm.

obserwujemy, ze przyspieszenie rekojesci bicza O powoduje, ze petla staje sie coraz mniejsza i
porusza si¢ coraz szybciej. Catkowita energia kinetyczna tego uktadu skupia si¢ w coraz krot-
szej petli, ktéra wraz z czasem przesuwa sie w kierunku konca rzemienia. W ostatniej fazie
petla rozwija sie i tam zlokalizowana jest cala energia. Mozemy to zobrazowaé przy pomocy
funkcji ©(s) zdefiniowanej we wzorze (7.3). Rozklad gestosé energii w kolejnych chwilach
dla tego typu bicza przedstawia rysunek 7.14. Z rysunku 7.14 wynika, ze do pewnego mo-
mentu energia zlokalizowana jest w petli i w ostatniej fazie lotu energia zostaje skupiona w
koncu rzemienia, ktory zaczyna sie rozwija¢. W tym momencie rozktad energii przypomina
rozktad energii dla bicza prostego, pokazanego na wykresie 7.3. W modelu bicza, ktéry tu
zastosowaliSsmy, nie uwzgledniono malejacego przekroju rzemienia, ktory jest istotny w tej
technice strzatu z bicza. Przesuwanie si¢ petli w kierunku konca o coraz mniejszym przekroju
i masie spowoduje dodatkowy wzrost predkosci ze wzgledu na malejacg mase. Wynika z tego,

ze w rzeczywistosci, uzyska¢ mozna znacznie wigksze predkosci korica bicza i przyspieszenie
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Rysunek 7.14: Gestosé energii kinetycznej bicza australijskiego w kolejnych fazach jego ruchu.
Rysunek pokazuje, ze w kolejnych chwilach energia lokalizuje sie w coraz krotszym fragmencie bicza
i przesuwa si¢ w kierunku konca. Obliczenia przeprowadzono dla rzemienia o dlugosci L = 2 m,
masie M = 0,1 kg, petli o wysokosci 0, 2 m, predkosci poczatkowej petli vg = 1 m/s i przyspieszeniu
rekojesci a® = 3200 m/s%.

rekojesci nie musi by¢ az tak duze jak wynika z symulacji.

7.5. Podsumowanie

W tej czedci przedstawiliSmy teoretyczne podstawy problemu strzatu z bicza. W modelu
analitycznym opracowanym dla bicza prostego widzimy, ze osigganie duzych predkosci przy
strzale z bicza jest mozliwe. Dodatkowo przeprowadziliémy eksperyment numeryczny z wy-
korzystaniem modelu dyskretnego, w ktérym uzyskalismy duza zgodnos¢ z wynikami przewi-
dywanymi w modelu analitycznym. Nastepnie przeprowadzilismy szereg symulacji, z réznymi
parametrami i warunkami poczatkowymi odpowiadajacymi realnym warunkom i pokazali-
smy, ze koniec bicza przekroczyt predkosé¢ dzwicku. WykonaliSmy réwniez szereg symulacji

z warunkami poczatkowymi podobnymi do tych, ktére opisali w swych pracach Goriely i



7.5. Podsumowanie 146

McMillen [1, 17]. Wyniki, ktére otrzymaliémy réwniez potwierdzity przekroczenie predkosci
dzwigku przez koniec bicza prostego przy zastosowaniu techniki strzatu z bicza australijskie-
go. W do$wiadczeniach numerycznych wyniki wskazujg na istnienie olbrzymich przyspieszen,
rzedu 10° m/s?, ktére z pewnoscia nie sa realne. Wynikaja one z zalozenia w modelu dyskret-
nym, ze bicz sktada si¢ z nierozciagliwych elementéw. W rzeczywistosci rzemien rozciaga sie
nieznacznie pod wpltywem sit bezwtadnosci, przedtuzajac czas catkowitego wyprostowania

sie, co wplywa na zmniejszenie sie przyspieszenia.



Rozdziat 8

Zakonczenie

Niniejsze opracowanie jest autorskim wstepem do szerokiego, interdyscyplinarnego tematu
dynamiki lin i tanicuchéw. W szczegdlnosci przeprowadzona zostata w nim pogtebiona analiza
mozliwych modeli lin i tancuchéw, sformutowano réwnania ruchu i omoéwiono wtasnosci algo-
rytmow catkowania numerycznego. Niewatpliwie spektakularny efekt strzatu z bicza, opisany
w rozdziale 7, jest jednym z najbardziej rozpoznawalnych i wciaz badanych efektow dynamiki
lin i tancuchéw. Pokazuje on tez dobitnie jak wazny jest wyboér odpowiedniego modelu liny
oraz algorytmu catkowania jej réwnan ruchu.

W przedstawionej analizie zaproponowane zostaly dwa modele matematyczne liny. Pierw-
szy z nich to model potaczonych pretéw, ktory okazal sie bardzo realistycznym modelem
i w zwiazku z tym byl wykorzystywany dalej w naszych badaniach. Drugi model, znacz-
nie prostszy, stanowit uktad potaczonych wahadet. Dla tego modelu podano posta¢ réwnan
ruchu umozliwiajaca znacznie bardziej efektywne obliczenia numeryczne. Dla obu modeli
wykonano szczegdtowa analize doktadnosci i efektywnosci obliczenn. W rezultacie wybrano
dwa algorytmy, ktore stosowano podczas dalszych obliczen. Wspomniane wyzej modele i al-
gorytmy opisano szczegotowo w rozdziatach 2 i 3.

Spadek tancucha to jeden z generycznych probleméw dynamiki lin i tancuchéw. Z uwagi na
swoje znaczenie byt on przedmiotem analiz wielu autoréw [70, 12, 13, 14]. Mimo to problem
ten wcigz pozostaje nie w pelni rozwigzany. Symulacje i doswiadczenia opisane w rozdziale
4 wskazaly na pewne braki w dotychczasowym rozumieniu tego problemu. Doswiadczenia ze

spadajacym tancuchem byly takze realizowane we wspoétpracy z J.-C. Géminardem z Ecole

147
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Normale Sup “eriere w Lyonie, ktory zarejestrowal kolejne fazy spadku tanicucha dla réznych
wartosci odlegtosci pomiedzy jego poczatkowo nieruchomymi koncami. Wyniki doswiadczen
i symulacji numerycznych, analize predkosci i przyspieszenia konca tancucha, opublikowano
w American Journal of Physics [73]. W niniejszym opracowaniu sa one opisane szczegdtowo
w rozdziale 5.

Kolejnym rozwazanym zagadnieniem byta odpowiedz na pytanie jaka site spadajacy tancuch
wywiera na punkt, w ktorym pozostaje zaczepiony. Wiaze si¢ to z praktycznymi pytaniami
o wytrzymaltos¢ zaréwno konstrukeji mocujgcej jak i samego tancucha. Punktem wyjscia dla
rozwazan zaprezentowanych w rozdziale 6 byty wyniki do$wiadczen przeprowadzonych przez
J.-C. Géminarda [15]. Za pomoca symulacji, z duza doktadnoscia, wyznaczone zostaly wszyst-
kie parametry, ktore byty rejestrowane w do$wiadczeniach wykonanych przez Géminarda.
Uzyskano bardzo szczegdtowe wyniki dotyczace sit, réwniez dla niezmiernie trudnego do-
swiadczalnie przypadku, gdy tancuch poczatkowo jest bliski catkowitemu rozciggnieciu.
Ostatnim rozwazanym problemem byt efekt strzatu z bicza australijskiego opisanego przez A.
Goriely’ego [1, 17]. Wykonane symulacje opisano w czesci 7. Przedstawiono w niej teoretycz-
ne podstawy problemu strzatu z bicza oraz przedyskutowano wyniki symulacji pokazujac, ze
koniec bicza przekracza predkosé¢ dzwieku.

Przedstawione w opracowaniu ujecie problemu dynamiki lin i tancuchéw oraz czesé uzyska-
nych wynikéw zostaty opublikowane [49, 71, 73, 77] i sa wykorzystywane w badaniach r6znych
zjawisk. Przyktadem moga by¢ prace [50, 51, 48, 52, 34], w ktérych autorzy wykorzystali opi-
sane tu modele i dokonali okreslonych rozszerzen. W pracach tych znalez¢ mozna réwniez
szczegoOtows analize zjawisk chaotycznych, w przypadku, gdy lina poczatkowo zaczepiona jest
do ruchomego oscylujacego punktu. Wyniki symulacji zostaty uzyte réwniez w wielu pracach
teoretycznych zwiazanych z paradoksami wystepujacymi w szeroko pojetej dynamice lin i
taficuchéw: [68, 74, 80, 79, 81, 82, 75, 72, 34, 83, 84]. Zwiezla analize tych zagadnieni znalezé
mozna w pracy [11]. Przedstawione wyniki moga znalez¢ réwniez zastosowanie w badaniach
technicznych. Przyktadem moga by¢ prace dotyczace rozciagliwej krzywej tancuchowej [85],

dynamiki uktadéw mechanicznych [86], spadku ptynu w pionowej rurze [87], dynamiki lin w



A)

Rysunek 8.1: Symulacja efektu "fontanny taiicuchowej”. Na rysunkach A), B) i C) przedstawione
zostaly kolejne fazy spadku tancucha i unoszenia si¢ czola od momentu styku tancucha z pod-
stawa, osiagniecie maksymalnej wysokosci czota tancucha do catkowitego opréznienia pojemnika z

tancuchem. W symulacji zastosowano tancuch z czterystoma ogniwami o érednicy 6 mm.

wodzie [88, 89, 90], czy tez zagadnienia zwiazane z lotnictwem [76, 91] i systemami sateli-
tarnymi [92, 93, 94, 95].

Niniejsza monografia obejmuje szereg istotnych zagadnien dotyczacych dynamiki lin jednak
jestedmy $wiadomi, ze material w niej zawarty stanowi zaledwie wytep do tej rozlegtej tema-
tyki. Dziedzina jest wciaz rozwijana i pojawiaja si¢ nowe problemy do rozwiazania. Warto
tu wspomnie¢ opublikowane niedawno prace dotyczace problemu ruchu liny na bloczku [96]
czy tez szeroko dyskutowanego w literaturze zagadnienia efektu Moulda [2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9.
Efekt Moulda jest fascynujacy przez jego sprzecznosé z intuicja. Przyczyny formowania tego,
co nazywane jest dzis ,fontanna tancuchowa”, sa skomplikowane i wciaz sa przedmiotem
badan. Ponizej na rysunku 8.1 przedstawiamy przyktadowe wyniki pokazujace ten efekt

uzyskany w naszej symulacji.
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